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13 Determinanten und invertierbare Matrizen

Von besonderem Interesse fiir uns und fiir viele Anwendungen sind quadra-
tische Matrizen bzw. Gleichungssysteme mit genauso vielen Unbekannten
wie Gleichungen. Wie wir bereits im vorhergehenden Kapitel gesehen
haben, muss eine Matrix A quadratisch sein, damit alle zugehérigen Glei-
chungssysteme A - x = b (flr jedes mdgliche b) eine eindeutige Losung
besitzen. In diesem Kapitel werden wir jeder quadratischen Matrix in subti-
ler Weise einen Skalar, ihre Determinante, zuordnen. Diese erlaubt uns, die
Frage nach der eindeutigen Lésbarkeit allgemein zu entscheiden, und sie
hilft uns auch, diese Losung gegebenfalls zu finden.

Determinanten waren wohl im Prinzip schon Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) bekannt. Wiederentdeckt und weiterentwickelt wurden sie
vom Schweizer Mathematiker Gabriel Cramer (1704-1752). Beitrage zur
Determinantentheorie stammen auch von dem englischen Mathematiker
Charles Lutwidge Dodgson (1832—1898), der allerdings besser als Lewis
Carroll und fiir seine Kinderliteratur (etwa Alice im Wunderland) bekannt
ist.

13.1 Determinanten einer 2 x 2- und

einer 3 x 3-Matrix

Der einfachste Fall eines linearen Gleichungssystems ist natiir-
lich der einer einzigen Gleichung in einer Unbekannten,

a-x=b. (13.1)
In dieser Situation ist die Lage offensichtlich: Genau dann

hat (13.1) fiir jede Wahl von b eine eindeutige Losung, wenn
a # 0; in diesem Fall ist x = Z die eindeutige Losung.

Unser Ziel ist es, diese Aussage in moglichst grofem Umfang
auf beliebige n x n-Matrizen zu verallgemeinern.

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist einfach

Wir wollen uns zundchst mit dem Spezialfall n = 2 be-
schiftigen, dem nach GI. (13.1) einfachsten Fall. Ein solches
Gleichungssystem hat die allgemeine Gestalt

ax|i +bx, =u
13.2
cxy+dop=v. ( )

Wenn wir versuchen, dieses Gleichungssystem nach den
Eliminationsmethoden von Gauf} zu 16sen, kommen wir schnell
auf Fallunterscheidungen (der Fall ¢ = 0 wird anders behan-
delt als der Fall a # 0). Wir wollen versuchen, ohne diese
Fallunterscheidung auszukommen, und multiplizieren die erste
Gleichung mit d und die zweite mit ». Damit erhalten wir

dax; + dbx, = du

13.3
bexy + bdx, = bv, ( )

wobei wir aber beachten miissen, dass das erhaltene Gleichungs-
system nicht mehr dquivalent zum Ausgangssystem ist, wenn

d = 0 oder b = 0. Subtrahieren wir nun die zweite Gleichung
von der ersten, so heben sich die x,-Terme weg und wir erhalten
die Gleichung

(ad — bc)xy = du—bv . (13.4)

Falls jetzt ad — bc # 0, so hat diese Gleichung, wie wir schon
im Spezialfall n = 1 gesehen haben, die eindeutige Losung
_du—bv

"~ ad—bc’

X1

Multiplizieren wir dagegen die erste Gleichung (von (13.2)) mit
c und die zweite mit a, so erhalten wir ein Gleichungssystem,
aus dem sich mit dhnlichen Uberlegungen

av —cu
ad — bc

X2

als eindeutigen Wert fiir x, ergibt (falls wieder ad — bc # 0).
Setzen wir diese Werte in das urspriingliche Gleichungssys-
tem (13.2) ein, so rechnen wir leicht nach, dass auch dieses
durch x; und x, gelost wird (unabhéngig davon, ob b # 0 oder
d # 0). Damit haben wir also im Fall ad — bc # 0 eine L6-
sung von Gleichungssystem (13.2) gefunden. Wenn b = 0 oder
d = 0, so ist zwar das transformierte Gleichungssystem (13.3)
nicht dquivalent zum urspriinglichen Gleichungssystem (13.2),
allerdings kann sich durch solche Transformationen die An-
zahl der Losungen hochstens vergrofern; jede Losung von
Gleichungssystem (13.2) ist auch eine Losung von Gleichungs-
system (13.3). Entsprechendes gilt, wenn wir die Gleichungen
mit ¢ bzw. a mutiplizieren.

Da wir aber x; und x, eindeutig aus den transformierten Glei-
chungssystemen ermittelt haben, folgt: Falls ad — bc # 0, so
hat das Gleichungssystem (13.2) fiir jede Wahl von « und v eine
eindeutig bestimmte Losung, die gegeben wird durch

av —cu

_du—bv _
" ad—bc’

" ad—bc’

X1 X2

Es bleibt noch der Fall ad—bc = 0 zu betrachten. In diesem Fall
hat die Gl. (13.4) keine Losung, falls bv — du # 0 und damit
kann auch Gleichungssystem (13.2) keine Losung haben. Falls
bv — du = 0, so wird Gl. (13.4) durch jedes x; € R gelost. Ist
zusitzlich b # 0, so konnen wir ¢ = 2 ynd v = ‘2—” schreiben,

b
und Gleichungssystem (13.2) wird zu

ax; +bxx=u

13.5
%-xl—i-dxz—%, ( )

so dass die zweite Gleichung das %-fache der ersten ist, weshalb
nur die erste gelost werden muss. Da sich die erste Glei-
chung (wegen b # 0) fiir jede Wahl von x; eindeutig nach
x, auflosen lasst, hat Gleichungssystem (13.5) (und damit auch
Gleichungssystem (13.2)) unendlich viele Losungen. Eine ana-
loge Uberlegung konnen wir im Fall d # 0 anstellen.

Falls b = O und d = 0, so gibt es keine Losung von Glei-
chungssystem (13.2), es sei denn, x; kann so gewihlt werden,
dass ax; = u und cx; = v. In diesem Fall 16st dann wieder jede



Wahl von x; das Gleichungssystem (13.3), und wir haben erneut
unendlich viele Losungen.

Betrachten wir im Fall ad — bc = 0 speziell das homogene
Gleichungssystem

ax; + bx; =0
(13.6)
cx; +dxy; =0,

so ist hier die Bedingung bv — du = 0 immer erfiillt, und obi-
ge Uberlegungen zeigen, dass Gleichungssystem (13.6) immer
unendlich viele Losungen hat.

Eine entscheidende Bedeutung bei den Untersuchungen zur
Losbarkeit kommt also dem Ausdruck ad — be zu, den wir daher
besonders betrachten wollen.

Definition

Die Determinante det A einer 2 x 2-Matrix
a a
A= |9 12
a1 ap

detA = ajjaxp —az a1z .

ist der Ausdruck

Wir schreiben auch

ayr dip|
=dajazz —axdj

a1 axp

fiir die Determinante von A, falls die Eintrige der Matrix
explizit bekannt sind.

Beispiel

1. Fiir die 2 x 2-Einheitsmatrix E, gilt

1 0
detE, = — il =Pl =1,
0
1 2
=1-4-3.2=-2.
3 4
1 2
3, =1-8-2.-4=0. <
4 8

In unseren Voriiberlegungen haben wir fiir die Determinante
schon das folgende Resultat abgeleitet.
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Die cramersche Regel

Ist A eine 2 x 2-Matrix, so hat das Gleichungssystem
A-x=b

genau dann eine eindeutige Losung fiir jedes b € R?,
wenn detA # 0. Diese eindeutige Losung berechnet sich
als

_ azoby —aiaby

ay,1by —ay1b
detA '

detA

s Xy =

Beispiel

Betrachten wir das Gleichungssystem

X1+ 2x =2 —
3.X1 + 4)C2 =4 9 —_
so gilt fiir die Koeffizientenmatrix A &
2
detA = =1-4-2.3=4—-6=-2
3 4

Insbesondere ist also det A # 0, und damit hat jedes Glei-
chungssystem
A-x=b

eine eindeutige Losung. In unserer Situation ist das

Go2="24

X1 = ) 0 5
1-4-3.2
Xp=—-—=1.
-2
Natiirlich fiihrt auch der Gau3-Algorithmus zu diesem Er-
gebnis. <
Beispiel
Es gilt
1 2

=il od— BB = dl— A=),

2 4

1 2
und damit gibt es fiir die Matrix A = (2 4) kein Glei-

chungssystem
A-x=b
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mit einer eindeutigen Losung. Betrachten wir das zuge-
horige homogene System

X1 +2x =0
2.7(1 +4XQ=O,

so hat dieses die Normalform

X1 +2x =0

0=0
und damit einen eindimensionalen Losungsraum (mit Ba-
sis v =

-2
] ). Der Bildraum der Matrix ist dann

nach dem Rangsatz ebenfalls eindimensional (mit Basis

1
w= (2) ), und daher hat das Gleichungssystem
X1 + 2.XQ =1
2)C1 + 4.7(2 =3
keine Losung. <

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist sehr einfach zu be-
rechnen. Im Hinblick auf spitere Verallgemeinerungen wollen
wir trotzdem schon in diesem Fall Formeln fiir Determinanten
zusammen stellen, die die Berechnungen weiter vereinfachen.
Unmittelbar aus der Definition erhalten wir bereits:

Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix (ist also a;, = 0
oder a,; = 0), so gilt

detA = ap-axp.

a,  dap . a
IstA = ,s0istAT =
a) ap ap

sofort:

a .
), und wir sehen

azn

Determinante der transponierten Matrix

Fiir eine 2 x 2-Matrix A ist detA = detAT.

Beispiel
1 2 1 3
—6 D |
30 2 0

Besonders interessant ist die Frage, wann die Determinante ei-
ner Matrix verschwindet (also den Wert 0 hat), denn in diesem

Fall sind die zugehorigen Gleichungssysteme nicht eindeutig
l1osbar. Ganz allgemein gilt

api ap

r-dapn

:r'al,l‘al,2_r'al,l‘al,2:0»

r-dap

und hieraus folgt (mit der Regel fiir transponierte Matrizen)

Verschwindungsaussagen
Fiir eine 2 x 2-Matrix A gilt schon detA = 0, wenn

eine Zeile von A die Nullzeile ist,

eine Spalte von A die Nullspalte ist,

eine Zeile von A Vielfaches der anderen Zeile ist,
eine Spalte von A Vielfaches der anderen Spalte ist.

==

Wir wollen untersuchen, was passiert, wenn wir an A eine der
Operationen durchfiihren, die benutzt werden, um A auf Zeilen-
stufenform zu bringen. Zuerst betrachten wir die Vertauschung
von zwei Zeilen, etwa

A:lZ,A’ZSO,
30 1 2

detA’ =3-2—0-1=6=—(1-0—2-3) = —detA

Dann gilt:

oder, ganz allgemein,

az
ai

azp|
=az1dyp2 —apazp

ai

- (al,laz,z - az,lal,z)

a  dip

a1 ap

Determinanten und Zeilenvertauschung

Entsteht die 2 x 2-Matrix A’ aus A durch Vertauschen der
beiden Zeilen, so gilt

detA’ = —detA.

Das Gleiche gilt, wenn A" durch Vertauschung der Spalten
aus A entsteht.

Nun wollen wir untersuchen, wie sich die Determinante verin-
dert, wenn wir eine Zeile von A mit einer Zahl multiplizieren:

A:lz,A’:48.
1 3 1 3
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Dann gilt und fiir ihre Determinanten

detA'=4.3-8-1=4=4.(1-3-2.1) = 4-detA detd’ = a11- (@2 +r-@iz) —diz- (@ +r-a11)

ap,-dyp —dadypdz)

Allgemein erhalten wir +(a-r-aip—ap-r-apy)
= dap1-d2z —dy2az1
r-ap, r-app —
. 12 = raydzp —ragpds detA.
2.1 2.2 Diese Betrachtung zeigt
=r-(a11a22 — a12a21)
|G @2 Determinanten und Zeilenaddition
a1 a2 Entsteht die 2 x 2-Matrix A’ aus A dadurch, dass wir ein
o . Vielfaches einer Zeile von A zur anderen Zeile von A ad-
und damit ist die folgende Aussage gezeigt. dieren, so gilt
detA” = detA.
Determinanten und Skalarmultiplikation Das Gleiche gilt, wenn A" aus A dadurch entsteht, dass wir
) . o ein Vielfaches einer Spalte von A zur anderen Spalte von
Entsteht die 2 x 2-Matrix A" aus A durch Multiplikation A addieren.
einer Zeile von A mit einer Zahl r, so gilt
detA’ = r-detA. R -
Das Gleiche gilt, wenn A" aus A durch Multiplikation einer |1 11 &
Spalte von A mit einer Zahl r hervorgeht. IstA = _2 3 und ist A’ = <_0 L)se entsteht A’

IstA" = r- A, so gilt aus A durch Addition des Doppelten der ersten Zeile zur

, ) zweiten, und es gilt
detA" = r° - detA.

detA' = (=1)-1=1=(=1)-3—1-2=detA.

Bei der Behandlung von Gleichungssystemen ist eine wichtige
Agquivalenzumformung die Addition des Vielfachen einer Glei-
chung zu einer anderen. Interessant ist daher, wie sich das auf
die Determinante auswirkt.

Durch diese Zeilenumformung haben wir A auf eine obe-
re Dreiecksform gebracht und somit die Berechnung der
Determinante vereinfacht. <

Beispiel Diese Regeln erlauben es immer, die Berechnung von Deter-
minanten auf die Berechnung der Determinante einer oberen

Wir betrachten die Matrix Dreiecksmatrix zu reduzieren. In diesem Fall ist die Determi-
nante einfach zu berechnen, wie wir schon gesehen haben.

A= (1 2) Eine wichtige Operation bei quadratischen Matrizen ist die Mul-
3 4 tiplikation. Auch fiir das Produkt von zwei Matrizen lisst sich
die Determinante leicht berechnen:
und addieren zur zweiten Zeile von A das Doppelte der

ersten:

1 2 Produktsatz

A =

5 8 Sind A, B zwei 2 x 2-Matrizen, so gilt

Dann erhalten wir det (A-B) = detA -detB.
detA' =8—10=-2=4—6=detA. <
Beispiel
Ganz allgemein gilt fiir Fiir

ay) axp a1 tr-a aptreapn

=3 ()
A= (al,l al,2>7 A = ( ai app )
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A.B— 15 6
8 4

det(A-B) =15-4—6-8 =12 = 2.6 = detA-detB. <«

gilt

und

Der allgemeine Nachweis der Produktformel ist eine etwas
miithsame Rechnung, fiir die auf Aufgabe 13.2 verwiesen wird.
Fir n x n-Matrizen wird diese Aussage auch noch in Ab-
schn. 13.2 aufgegriffen.

Die Determinante kann auch geometrisch interpretiert werden:

Sind
as b2

zwel nichtkollineare Vektoren, so bezeichnen wir mit P das Par-
allelogramm, dessen Seiten durch die beiden Vektoren @ und b
gegeben sind (Abb. 13.1).

Determinanten und Parallelogramme

A - (al bl) ’
as bz

so ist | det A| der Flicheninhalt des Parallelogramms P.

Ist

Dazu schreiben wir die Vektoren in ihrer Polarkoordinatendar-

stellung
_, [eost®) (e
“=r (sin(so))’ b=s (Sin(W)>'

v

Abb. 13.1 Determinante und Parallelogramm

und erhalten damit nach den Additionstheoremen fiir Sinus und
Kosinus

detA = r-cos(@) - s-sin(y) —s-cos(y¥) - r-sin(p)
=r-s-sin(¢y — @)

Dabei ist entweder ¥ — ¢ oder — (¥ — ¢) der Winkel zwischen
aund b. Damit ist s- | sin(y —¢)| die Hohe des Parallelogramms
P, dessen Grundlinie durch den Vektor a und dessen Seitenlinie
durch den Vektor b gegeben ist, und dementsprechend ist 7 - s -
| sin(yy — ¢)| = | detA| seine Fliche.

Da also | detA| = |a| - |b| - sin(«), wobei @ € [0, 7] den Winkel
zwischen a und b bezeichnet, erhalten wir auch folgende inter-
essante Formel:

(detA)* + (a,b)* = |a|* - |b|* - sin®(a) + |a|* - |b|? - cos®(a)
= |a|” - |b|* (cos® (er) + sin*(a))

= la|*-bI”,

also
(detA)* = |a|*- |b]*> — (a.b)>. (13.7)

Betrachten wir nun ein beliebiges Dreieck A mit den Eck-
punkten A, B und C, so ist dieses Dreieck die Hilfte des
Parallelogramms, dessen Seiten durch die Verbindungsvektoren

— —
a = CA und b = CB gegeben werden (Abb. 13.2).

Damit erhalten wir die folgende Formel aus dem Satz iiber
Parallelogrammfldchen.

Determinanten und Dreiecksflachen
Ist A das Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C, sind

a= CTA), b= CTé und ist A = (a b) die Matrix mit Spalten
a und b, so ist M der Fldacheninhalt des Dreiecks A.

v

Abb. 13.2 Determinante und Dreieck



Determinanten von 3 x 3-Matrizen werden
durch Volumenformeln bestimmt

Nach den 2 x 2-Matrizen wollen wir uns nun den 3 x 3-Matrizen
bzw. den Gleichungssystemen mit drei Unbekannten und drei
Gleichungen zuwenden. Wir betrachten also

ayix) + appxy + ajzxz = by
a x| + axpxy + a3x3 = by
az x| + azpxy + az3x; = bs,

(13.8)

dessen Koeffizientenmatrix wir wie iiblich mit A bezeichnen.

Unser Ziel ist es wieder, dem Gleichungssystem (13.8) bzw.
seiner Koeffizientenmatrix A eine Zahl detA zuzuordnen, die
genau dann von 0 verschieden ist, wenn das Gleichungssystem
fiir jede Wahl von by, b, und b3 eine eindeutige Losung hat.
Dariiber hinaus sollen auch die Regeln, die wir fiir zweidimen-
sionale Determinanten abgeleitet haben, in analoger Weise im
dreidimensionalen Fall gelten.

Fiir die Berechnung der Determinante einer 2 x 2-Matrix ha-
ben die Diagonale und die Gegendiagonale eine besondere Rolle
gespielt. Betrachten wir im dreidimensionalen die speziellen
Gleichungssysteme

a1 X1 = bl
arnx = by (13.9)
as3x3 = b3
mit ap-azp-as;s 75 0 und
a;3x3 = b
aj 2X2 = b2 (1310)
az, x| = b3

mita;3-axs-asz; # 0, so haben auch diese stets eine eindeuti-
ge Losung. Damit ist zu erwarten, dass auch bei der Bildung
der dreidimensionalen Determinante die Produkte der Diago-
nalelemente, a;; - a7 - az3 und der Nebendiagonalelemente
a3 - apy - as eine besondere Rolle spielen. Eine Bildung der
Form

" a
det’(A) = a1 -axp-a33—aiz-axp-as;,

die der zweidimensionalen Determinante recht nahekommit,
greift aber leider zu kurz. Sie liefert zwar fiir die Matrix

S

I
S O =
(= =]
- O O

ein Ergebnis wie gewiinscht, namlich den Wert 1, aber fiir die
Matrizen

”
. Al =

-

Il
- O O
S O =
S = O

|
S = O
- o O
S O =

13.1 Determinanten einer 2 x 2- und einer 3 x 3-Matrix
erhalten wir mit dieser Methode immer den Wert 0, obwohl auch
hier die zugehdrigen Gleichungssysteme eindeutig 16sbar sind
und obwohl diese Matrizen aus A durch (wiederholte) Vertau-
schung von Zeilen oder Spalten hervorgegangen sind und wir
daher aufgrund der entsprechenden Formel fiir 2 x 2-Matrizen
im Dreidimensionalen den Wert 1 oder —1 erwarten. Diese Bei-
spiele zeigen bereits, dass die Definition der dreidimensionalen
Determinante nicht nur die Diagonale und die Gegendiagonale
berticksichtigen muss, sondern auch noch weitere Groflen der
Matrix. Nicht unmittelbar klar ist aber, welche das sind. Darum
wollen wir uns zunéchst einem anderen Zugang zuwenden. Sind
v und w zwei nichtkollineare ebene Vektoren und ist A die 2 x 2-
Matrix, die diese Vektoren als Spalten hat, so haben wir gesehen,
dass | detA| der Flacheninhalt des von v und w aufgespannten
Parallelogramms ist. Die rdumliche Entsprechung eines Paral-
lelogramms ist das Parallelepiped, und daher ist es naheliegend,
im Dreidimensionalen das Folgende zu verlangen: Sind u, v und
w drei nicht komplanare raumliche Vektoren und ist A die 3 x 3-
Matrix, die diese Vektoren als Spalten hat, so ist |detA| der
Inhalt des von u,v und w aufgespannten Parallelepipeds. In
Abschn. 10.2 haben wir bereits eine Grofle kennengelernt, die
diese Bedingung erfiillt: das Spatprodukt [u, v, w] der Vektoren
u,v und w bzw. dessen Betrag. Wollen wir also diese geome-
trische Interpretation auch im Dreidimensionalen, so ergibt sich
daraus: Sind die drei Spaltenvektoren u, v und w der Matrix A
nicht komplanar, so muss

detA = +[u, v, w]

gelten. Wenn wir zudem auch im Dreidimensionalen die Nor-
mierungseigenschaft, also die Bedingung, dass die Determi-
nante der Einheitsmatrix den Wert 1 haben soll, detE; = 1,
bekommen wollen, so bedeutet das

detA = [u,v, w].

Das ist tatsdchlich der richtige Ansatz und Formel 10.4 liefert:

Definition

Die Determinante det A einer 3 x 3-Matrix

a, a2 a3
A=lay ap a3
as) dasp d4dsj
ist der Ausdruck

detA = ay 1az0a33 + a12a2303,1 + a13a2,103 2

— a1 3dzpds —adjpdz1dz3 — dj1d3d3n .

Ist die Matrix A explizit gegeben, so schreiben wir in die-
sem Fall auch

a; a2 a3
a1 ap axs| =detA.
as) dasp dass

321
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a3 aip g aip
azp

as. azn a3 as
Abb. 13.3 Determinante und das Volumen eines Parallelepipeds / / /
as| azn

ai ain

ass as asp

Sind u, v und w drei nicht komplanare Vektoren im R3, ist P das
durch u, v und w definierte Parallelepiped (Abb. 13.3), und ist
A die Matrix mit u#, v und w als Spalten, so erhalten wir aus der

Definition die folgende Formel. Abb. 13.4 Das Schema von Sarrus

Determinanten und Parallelepipede . . . . .
PP Dieses erhalten wir, wenn wir die Spalten von A hinschreiben

vol(P) = | detA|. und die ersten beiden Spalten von A noch einmal anfiigen.

Wie schon in den Voriiberlegungen festgestellt, spielen Diago- Regel von Sarrus
nale und Gegendiagonale bei der Bildung der Determinante eine

: Die Determinante von A berechnet sich dadurch, dass wir
Rolle. Allerdings treten auch noch andere Produkte auf.

im Schema in Abb. 13.4 jeweils die Elemente entlang
der drei (griinen) Diagonalen miteinander multiplizieren

Beispiel und aufaddieren und jeweils die Elemente entlang der drei
(blauen) Gegendiagonalen miteinander multiplizieren und
1 2 0 davon abziehen.
2 3 4/=1-3-34+2-4-14+0-2-0
1 0 3 -0-3-1-2-2-3—1-4-0 -
Beispiel
=5. D |
Zur Matrix
1 2 3
Beispiel A=12 3 4
3 45
1 2 3 gehort das in Abb. 13.5 dargestellte Sarrus-Schema.
0 3 4/=1-3-3+2-4.0+3-0-0
0 0 3 —-3.3.0-2-0-3—-1-4-0

=9. < / / /
3 1 2
N
Beispiel / /
3 4 2
Fiir die 3 x 3-Einheitsmatrix E3 gilt / /
/N /
4 5

detE; =

S O =

S = O

- O o
Il
—_
A
w

Zu einer 3 x 3-Matrix A = (a;) betrachte man das Schema in GL1 (ERS SRR e

Abb. 13.4.



und damit die Determinante

1-3-5+42:4-343-2:4-3-3.3-1-4.4-2.2.5=0. <

Achtung Die Berechnung der Determinante mit dem Sarrus-
Schema ist eine sehr spezielle Regel, die nur fiir 3 x 3-Matrizen
gilt und nicht auf andere Matrizen verallgemeinert werden kann.

<

Wie im Zweidimensionalen gibt es auch hier eine Determinan-
tenformel, um die Losung eines Gleichungssystems

Ax=b (13.11)

fiir eine 3 x3-Koeffizientenmatrix A mit det A # 0 zu berechnen.

Die cramersche Regel

Ist detA # 0 und bezeichnen wir mit Ag(b) die 3 x 3-
Matrix, die aus A dadurch entsteht, dass wir die k-te Spalte
von A durch b ersetzen, so hat Gleichungssystem (13.11)
eine eindeutige Losung, gegeben durch

o= BAO) 103,
detA

Die Determinante kann nach einer Zeile
oder Spalte entwickelt werden

Die Berechnung der Determinante im Dreidimensionalen ist al-
so wesentlich komplizierter als im Zweidimensionalen. Daher
ist es in diesem Fall besonders wichtig, Formeln und Regeln zu
finden, die die Berechnungen vereinfachen. Eine Beziehung, die
folgende Entwicklungsformel, ergibt sich unmittelbar aus der
Definition des Spatprodukts, die ja der Determinante zugrunde
liegt.

IstA = (aiJ) eine 3 x 3-Matrix, so gilt

detA = ay ) - (ax2a33 — az3a3 )
—a - (a12a33 — azpay 3)

+az; - (a1pa23 — az2a13)

axp a3

=ap-

asp ds3

a3

ass

a2 a3

+az;-

azpz A3

Die Determinantenberechnung ldsst sich also auf die Berech-
nung von Determinanten von 2 x 2-Matrizen zuriickfiihren.

13.1 Determinanten einer 2 x 2- und einer 3 x 3-Matrix

Diese Regel gilt sogar noch etwas allgemeiner. Dazu betrach-
ten wir eine beliebige 3 x 3-Matrix

a a2 a3
A=lay ayp a3
as) dadss dsj

Fiir i,j € {1,2,3} bezeichnen wir mit A;; die i, j-Streichungs-
matrix, also die 2 x 2-Matrix, die wir aus A durch Streichen der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhalten.

Beispiel

Fiir

gilt etwa

5 6
A, = ,
= (8 9)
1 3
Ay y = ,
e (7 9)
2 3
Az, = ,
! (5 6)

Diese Teilmatrizen konnen nun wie folgt in der Berechnung der
Determinanten verwendet werden:

Entwicklungssatz von Laplace

Fiir eine allgemeine 3 x 3-Matrix

a, dip 413
A=lay ay a3
a1 azp 433

kann det A nach folgenden Regeln berechnet werden:
1. Entwicklung nach der i-ten Zeile: Fiir jedes i €
{1,2,3} gilt
detA = (—1)"" - q;; - det (4;)
+ (1) - a;; - det (Ai2)
+ (=) a3 - det (4;3) .
2. Entwicklung nach der j-ten Spalte: Fiir jedes j €
{1,2,3} gilt
detA = (=1)'" - ay; - det (A )
+ (=1)*" - ay; - det (Asy)
+ (—=1)’" - a3 - det (Asy)
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Die Entwicklung nach der ersten Spalte haben wir explizit nach-

gerechnet. Alle anderen Fille werden dhnlich iiberpriift. 4. Entsteht A" aus A durch Vertauschung von zwei Zeilen,
Achtung Die Determinanten der Streichungsmatrizen wer- s0 gilt detA’ = — detA
den nicht einfach nur addiert, vielmehr sind dabei Vorzeichen - ’
und Vorfaktoren zu beriicksichtigen. < Das Gleiche gilt, wenn A" aus A durch Vertauschung
von zwei Spalten entsteht.
Beispiel 5. Entsteht A" aus A durch Multiplikation einer Zeile von

A mit einer Zahl r, so gilt

Wir betrachten wieder die Matrix
detA’ = r-detA.

1 2 3
A=|4 5 6 Das Gleiche gilt, wenn A’ aus A durch Multiplikation
78 9 einer Spalte von A mit einer Zahl r hervorgeht.
6. IstA’ =r-A,so gilt
Hierfiir gilt detA’ = 13 - detA .
A = 2 3 Ay — I 3 An = I 2 7. Entsteht A’ aus A dadurch, dass wir ein Vielfaches einer
! 8 9)° 22 7 9)° >3 7 8)° Zeile von A zu einer anderen Zeile von A addieren, so
gilt
wie wir schon gesehen haben. Entwickeln wir die Deter- detA” = detA.

minante also nach der zweiten Zeile, so erhalten wir . .
Das Gleiche gilt, wenn A" aus A dadurch entsteht, dass

wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen
detA = 4. (=1)**!. 23 Spalte von A addieren.
8 9 8. Ist B eine weitere 3 x 3-Matrix, so gilt
+5.(-1)**2. ; ; det (A - B) = detA - detB.
4 G (=1 L - . . . .
7 8 Die Uberpriifung dieser Eigenschaften ist dhnlich, wenn auch
rechenaufwendiger als im zweidimensionalen Fall.

= —4:(=6)+5:(-12) = 6- (-6)
=0. < Diese Regeln erlauben es immer, die Berechnung der Determi-

nante einer Matrix auf die Berechnung der Determinante einer
Dreiecksmatrix zuriickzufiihren.

Trotz der Entwicklungsregel bleibt das Berechnen von Deter-
minanten mithsam und vor allem fehleranfillig. Daher werden
weitere Regeln bendtigt, die Vereinfachungen erlauben. Diese
entsprechen denen fiir 2 x 2-Matrizen.

Beispiel

Wir betrachten die Matrix

Rechenregeln fiir Determinanten

=

Il
[\SREESA )
A N W
W O

Fiir eine 3 x 3-Matrix A erhalten wir:

1. detAT = detA.
2. Es gilt schon detA = 0, wenn
= eine Zeile von A die Nullzeile ist,
= eine Spalte von A die Nullspalte ist,
= eine Zeile von A Vielfaches einer anderen Zeile ist,
|

1. Wir subtrahieren das Doppelte der ersten Zeile von der
zweiten Zeile und die erste Zeile von der dritten Zeile
und erhalten

eine Spalte von A Vielfaches einer anderen Spalte , .
ist. A=]0 0 1
3. Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix (d. h. ist 0 1 1
a1 =a3; =azp=0o0dera;p =aj3=a3=0),
so gilt Dadurch éndert sich die Determinante der Matrix

detA =a; ;- axp-a33. nicht, detA’ = detA.



2. Wir vertauschen die Zeilen 2 und 3 der Matrix und

bekommen
2 3 4
A'=10 1 1
0 0 1

Dadurch dndert sich das Vorzeichen der Determinante,
detA” = —detA’ = —detA.
3. DaA” eine Dreiecksmatrix ist, gilt

detA"=2-1-1=2.

4. Die Operation in Schritt 2. hat zu einem Vorzeichen-
wechsel der Determinante gefiihrt. Wir machen diesen
riickgingig und erhalten

detA = —detA” = —2. <

Unser urspriingliches Ziel war es, eine Grofe zu finden, die uns
erlaubt zu entscheiden, ob ein lineares Gleichungssystem

A-x=b

fiir jede Wahl von b € R? eine eindeutige Losung hat oder
nicht. Wir wollen nun iiberpriifen, ob wir dieses Ziel mit die-
ser Definition der Determinante erreicht haben, betrachten dazu
die augmentierte Matrix (A | b) und fiihren diese in eine Nor-
malform (A" | b’) iiber. Hierzu benétigen wir bekanntlich die
folgenen Zeilen- und Spaltenumformungen:

1. Subtraktion des Vielfachen einer Zeile von (A | b) von einer
anderen Zeile.

2. Vertauschung von zwei Zeilen von (A | b).

3. Multiplikation einer Zeile von (A | b) mit einer Zahl r # 0.

4. Vertauschung von zwei Spalten von (A | b), von denen aber
keine der Vektor b sein darf.

Bei all diesen Operationen wissen wir jetzt, wie sich die Deter-
minante dndert, und wir erhalten aus der Regel zum Rechnen
mit Determinanten:

Genau dann ist detA # 0, wenn detA” # 0.

Wir konnen uns daher bei unseren Uberlegungen auf Glei-
chungssysteme A-x = b in Normalform beschrinken. In diesem
Fall ist aber A eine Dreieckmatrix und hat eine der folgenden
Gestalten:

0 0 0 o* %
Ny=10 0 0}, N=]0 0 O},
0 0 0 0 0 0
1 * * 1 * *
N3=10 1 *], Ny=]|0 1 *
0 0 0 0 0 1

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix

In den ersten drei Fillen gilt detN; = 0 (I = 1,2,3), nur im
vierten Fall haben wir

detNy, =1 #0

Dieser Fall ist genau die Situation, in der Rang(A) = 3 und in
der das Gleichungssystem

A-x=b

immer eine eindeutige Losung hat. Damit bestimmt die Deter-
minante tatsédchlich die eindeutige Losbarkeit.

Deteminanten und eindeutige Losbarkeit

Ist A eine 3 x 3-Matrix, so hat das Gleichungssystem
A-x=b

genau dann fiir jeden Vektor b eine eindeutige Losung,
wenn
detA # 0.

13.2 Die Determinante einer
n x n-Matrix

Analog zum Begriff der Vektoren, den wir zunéchst im zwei-
und dreidimensionalen Fall studiert haben, ehe wir ihn all-
gemein betrachtet haben, wollen wir jetzt auch die Determi-
nantentheorie in der allgemeinen Situation untersuchen. Der
Ubergang vom Zwei- zum Dreidimensionalen legt aber schon
nahe, dass hier die Situation etwas komplizierter sein wird.
Auch der mit dem Sarrus-Schema gefundene Ansatz lédsst sich
nicht ins Hoherdimensionale verallgemeinern.

Die Determinante wird durch eine
Entwicklungsformel definiert

Es gibt viele Methoden, Determinanten zu motivieren und ein-
zufithren. Wir wollen hier einen rekursiven Zugang verfolgen,
mit dem wir auch schon die Berechnung dreidimensionaler
Determinanten auf die Berechnung zweidimensionaler Determi-
nanten zuriickgefiihrt haben.

Wir betrachten dazu eine beliebige n x n-Matrix A = (aj;).
Fir i,j € {1,...,n} bezeichnen wir wieder mit A;; die i, j-
Streichungsmatrix von A, also die (n — 1) x (n — 1)-Matrix,
die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte
hervorgeht. Wir definieren rekursiv.
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Anwendung: Elektrische Netzwerke

In der elektrischen Messtechnik spielen Briickenschaltungen
eine wichtige Rolle. Briickenschaltungen bestehen aus zwei
parallelen Zweigen mit mindestens zwei passiven Zweipolen
(also etwa Widerstinden) und einem Querzweig. Ein einfa-
ches Beispiel ist in Abb. 13.6 dargestellt.

v

Abb. 13.6 Eine elektrische Briickenschaltung

In ihrer Grundform besteht eine Briickenschaltung also aus
fiinf Zweipolen, die in Form des Buchstaben H angeordnet
sind, weshalb man auch von H-Schaltungen oder H-Briicken
spricht. Der Querzweig heifit auch Briickenzweig.

Diese Briickenschaltung heif3t abgeglichen, wenn die Span-
nung iiber ihrem Querzweig O ist. Nach dem ohmschen
Gesetz ist das dquivalent dazu, dass der Widerstand R, strom-
los ist. Wie miissen die Widerstinde R;, R,, R; und Ry
gewihlt werden, damit die Briickenschaltung abgeglichen
ist?

Wir bezeichnen dazu mit I, bzw. I, die Stirke des durch
Ry (k = 1,...,4) bzw. R, flieBenden Stromes. Dann wird
die Briickenschaltung nach den kirchhoffschen Gesetzen (al-
so der Maschen- und der Knotenregel) beschrieben durch
das folgende Gleichungssystem (s. Anwendung ,,Elektrische
Netzwerke® in Abschn. 12.1)

I + 5L =1
L — Iy — I, =0

L - b + I, =0
R 1 — R313 + Rpl, =0
R — Ryly — Ry, =0,

Die Bedingung I, = 0 reduziert die zweite und die dritte
Gleichung zu

L—1,=0

L —-D =0,

woraus I, = I, und I3 = I4 folgt. Eingesetzt in die vierte und
fiinfte Gleichung ergibt das (zusammen mit /, = 0):

R} — Rz =0
Ryly — R4l3 =0

Das homogene Gleichungssystem mit der Koeffizientenma-
trix

muss also (neben der trivialen) auch eine nichttriviale Lo-
sung haben. Da ein homogenes Gleichungssystem, dessen
Determinante nicht verschwindet, aber nur die triviale Lo-
sung hat, bedeutet das, dass detA = 0 sein muss, also

—R; Ry +R3-R,=0.

Damit die Briickenschaltung abgeglichen ist, muss also die
Abgleichbedingung

R R;
Ry, Ry
erfiillt sein. Sind daher drei der Widerstinde R, R,, Rz und
R, bekannt, so ldsst sich immer ein passender vierter Wi-
derstand finden, sodass die Abgleichbedingung erfiillt ist. In
diesem Fall liefert das Gleichungssystem, wenn wir etwa R

durch % ersetzen, nach einigen einfachen Umformungen
die Bedingung

(Ry-(R3 +Ry) —R3-(Ry +Ry)) -1, =0,

sodass notwendigerweise I, = 0, falls die Abgleichbedin-
gung erfiillt ist, auBler im Fall

R, + Ry
Ry + Ry’

Ry =R

in welchem die Strome durch das Gleichungssystem nicht
eindeutig bestimmt sind. In diesem speziellen Fall folgt aus
der Abgleichbedingung alleine noch nicht, dass die Briicken-
schaltung abgeglichen ist.

Aufgrund der Abgleichbedingung kénnen Briicken zur Be-
stimmung unbekannter Widerstinde benutzt werden. Ist etwa
R, zu messen, so kann bei festem Rz und R4 der Widerstand
R, solange variiert werden, bis die Briicke abgeglichen ist.
Dann kann aus der Abgleichbedingung R, berechnet werden.
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Beispiel
Definition

Die Determinante det A von A ist definiert wie folgt: Wit e aeneltion als Elaigpiiel s W i

m Istn=1,als0A = (a, ), soistdetA = ay ;. 11 11
m Istn = 2 oder n = 3, so ist detA definiert wie in A= 1 2 3 4
Abschn. 13.1. Sl o2 2 1
= [Ist n > 3 und die Determinante fiir (n — 1) x (n — 1)- 201 3 1
Matrizen schon erklirt, so setzen wir
Hierfiir ist
detA = a - det (Al,l) —app: det (Al’z)
4 ootar,-det(AL) 2 94 Lo
I Al,l = 2 2 1 ) A1,2 == 1 2 1 5
= Z(_I)H_j‘al,j‘det(Al,j) . 1 3 1 2 3 1
=1 1 2 4 1 2 3
Aiz=|1 2 1], Ala=|1 2 2
2 1 1 2 1 3
Beispiel
mit
Wir betrachten die Matrix det(Ar,1) =11, det(Arp) = -2,
det (A113) = -9, det (A114) =-3.
b2z =2 -l Also gilt
Ao 0 1 2 0
=1 o 1 ol detA = (=)' 111 + (=)!'*2.1.(=2)
1 -1 1 0 + (=D (=9 + (=D 1. (=3)

=7.

Vertauschen wir nun Spalte 1 und Spalte 2, so erhalten

1 2 0 02 0 wir die Matrix
Aip=10 1 0}, Aiz=11 1 0], 1 1 1 1
-1 1 0 1 1 0 2 1 3 4
B:
0 1 0 0 1 2 28 28l
Aiz=1|1 0 0], Ajg=|1 0 1 1 2 3 1
I -1 0 I -1 1 mit den Streichungsmatrizen
mit 1 3 4 2 3 4
det (A1) =0, det(A;2) =0, Bu=|1 2 1|, B.=|2 2 1}.
det(A;3) =0, det(A;4) = —2. 2 3 1 1 3 1
Also gilt 2 1 4 2 1 3
Bis=1|2 1 1|, Bia=12 1 2],
detA = (=)' . (=1)-(=2) = 2. < ' '
e =D (=D-(=2) L2 1 2 3
wobei

Wir wollen nun einige Formeln und Regeln angeben, die das

Berechnen von Determinanten vereinfachen. det(Bi) = —2, det(Bip) =11,

det (31’3) =9, det (31’4) =3.

. Wir erhalten
Determinanten und Spaltenvertauschungen

_ detB= (-1 1-(=2)+ (—=D'*2-1-11
Geht B aus A durch das Vertauschen von zwei Spalten her- 3 -
vor, so gilt + (D' 94+ (1.3
detB = —detA. E—

= —detA. <
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13.1 Mathematischer Hintergrund: Die symmetrische Gruppe S, und Determinanten

Aus der rekursiven Definition folgt sofort, dass man die
Definition der Determinante vollstindig auflésen und eine
Formel angeben kann, in der nur noch die Elemente der Ma-
trix auftauchen. Bei einer 4 x 4-Matrix etwa tauchen in der
Definition die Determinanten von vier 3 x 3-Matrizen auf,
die sich explizit mithilfe ihrer Elemente hinschreiben las-
sen, so dass sich auch die Determinante der 4 x 4-Matrix
so ausdriicken ldsst. Die Determinante einer 5 x 5-Matrix
wiederum schreibt sich als Summe von Determinanten von
4 x 4-Matrizen mit Vorfaktoren. Da sich die 4 x 4-Matrizen
explizit mit ihren Elementen beschreiben lassen, gilt das
auch fiir die 5 x 5-Determinanten. Klar ist dabei aber, dass
die Beschreibung der Determinanten auf diese Art und Wei-
se komplex und kombinatorisch aufwendig sein wird. Bei der
5 x 5-Determinante treten bereits 120 Summanden auf, und
jeder dieser Summand ist das Produkt von fiinf Matrixele-
menten, manche davon zusitzlich noch mit einem Faktor —1
davor. Die Struktur dieser Summe und der Summanden l4sst
sich jedoch recht gut mit einer Gruppe beschreiben.

Wir betrachten die Menge M, = {1,2, ...,n} der Zahlen
1,2,...,n und bezeichnen mit S, die Menge der bijektiven
Abbildungen auf M,,.

S, heifit Permutationsgruppe der Zahlen 1, ..., n, und ihre
Elemente heilen Permutationen von 1,...,n. Ein o € S, ist
eine Abbildung, die die Zahlen 1,...,n wieder auf 1,...,n
abbildet, allerdings in einer anderen Anordnung und Reihen-
folge, die also die Zahlen 1, ..., n permutiert.

Ein Element o € S, lidsst sich gut tabellarisch darstellen:

1 2
a(l) | o(2)

n—1 n
on—1)| o)

Hierfiir benutzen wir die Schreibweise

_ 1 2 n—1 n
o) 0@ otn—1) o))"

In der zweiten Zeile dieser Darstellung tauchen wieder alle

Zahlen 1,. .., n auf, allerdings in gednderter, also permutier-
ter Reihenfolge.
So ist etwa

1 2 3 4
o =
4 2 3 1
die Permutation der Zahlen 1,2, 3,4, die die Zahlen 1 und

4 vertauscht (und alle anderen festldsst), also eine Vertau-
schung von zwei Zahlen, fiir die wir auch kurz 7, 4 schreiben.

Die Abbildung

1 2 3 4
T =

2 3 4 1
ist die Permutation, die jede Zahl um eine Position weiter-
schiebt (und die 4 auf die 1 abbildet). Die Permutation
o entspricht vier Personen, die in einem Kreis sitzen, in

dem die erste und die letzte Person ihre Pldtze tauschen,
wihrend bei 7 alle vier Personen einen Stuhl weiterriicken

SONNNONENOE O

® ©

Abb. 13.7 Zwei Permutationen

O ~—0O

Ganz allgemein schreiben wir fiir eine Permutation o € §,,,
die nur die Zahlen i und j (i # j) vertauscht, kurz t;; (geldu-
fig ist auch die Notation (ij), die wir aber nicht benutzen
werden, um Verwechslungen mit Skalarprodukten zu ver-
meiden), und nennen sie die Transposition der Zahlen i und
J. Wegen 7;; = 7; konnen wir dabei stets davon ausgehen,
dassi <.

Jede Permuation ldsst sich (in nichteindeutiger Weise) aus
Transpositionen zusammensetzen, d. h., ist o € S, so gibt es
Zahlenpaare (i1,j1), (i2,/2), ..., (i, j;) mit 1 < i, <j, <n,
sodass

0 = Tiyji ©Tinyp © 77 © iy +

Mit id = id,, bezeichnen wir das Element von S, das die
Reihenfolge der Zahlen nicht veréndert, also

id:12...n.
1 2 ... n

Ferner definieren wir eine Verkniipfung o auf S, durch die
Komposition von Abbildungen, also

bor— 1 2 n
~\oz() o(z2) ... o(z())’

Dann ist (S, o) eine Gruppe mit neutralem Element id und
heift die Permutationsgruppe von {1, ..., n}.




Beachten Sie, dass diese Gruppe nicht kommutativ ist, dass
im Allgemeinen also o o T # 7 o 0. Dazu betrachten wir die

Elemente
2 3
3 2)°

1 2 3 1
o= , T =
2 1 3 1

Dann gilt hierfiir
1 2 3
To0 = )
31 2
aber

Eine Permutation entspricht einer Anordnung der Zahlen
1,...,n, also einem geordneten n-Tupel (ai,...,a,) mit
a; € {1,...,n} und a; # g fiir i # j. Da es insgesamt n!
viele Moglichkeiten gibt, n Zahlen anzuordnen, gilt also

IS, = n!.

Ist T = 7;; die Transposition der Zahlen i, j, so gilt hierfiir
tot=id,

und damit gilt allgemein fiir eine beliebige Permutation o mit
Darstellung

0 = Tipji ©Tiyp © 7 O iy »
dass
00T ©Tip_yj_y OO Ty = id,

sodass wir auch fiir o ! eine Darstellung mit Transpositionen
gefunden haben,

—1

0 =T OTij © " O Ty -

Eine wichtige Grof3e bei der Betrachtung von Permutationen
ist die Anzahl der Fehlstinde. Ein Paar i, € {1, ..., n} heiBt
Fehlstand von o, wenn i < j, aber o (i) > o (j). Wir definie-
ren die Signatur sign(c) von o durch

falls die Anzahl der
Fehlstinde gerade ist,
-1, falls die Anzahl der
Fehlstinde ungerade ist .

+1,

sign(o) =

Wir nennen eine Permuation o gerade, wenn sign(o) = +1
und ungerade, wenn sign(o) = —1.

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix

Die Signatur wird durch die Formel

sign(o) = 1_[ M
el el |

i<j

beschrieben, wie leicht nachgerechnet werden kann. Dabei

steht [ ] fiir das Produktzeichen, also

n
l—[ai:al‘az---an.
i=1

Wir notieren die folgenden Eigenschaften der Signatur:

1. Ist T = 7;; eine Transposition, so gilt sign(r) = —1.
2. Sind o, T zwei Permutationen, so gilt

sign(o o t) = sign(o) - sign(7) .

sign(id) = 1 und sign(oc™") = sign(0).

Isto = 1, 0 Ty, ©++ 0 Tj,,, SO ist sign(o) = (—1)".
Fiir n > 2 gibt es genauso viele gerade Permutationen
wie ungerade Permutationen.

s w

Diese Permutationsgruppe erlaubt nun eine kompakte und di-
rekte Beschreibung der Determinante mit den Elementen der
Matrix. Setzen wir ndamlich in die Rekursionsformel

detA = Z(—l)”jalj - det (Al,j)

j=1

fiir die Determinanten der Streichungsmatrizen immer wie-
der die Definition der Determinante ein (etwa

det (A11) = aza-det (A11);)
—ax3-det ((A11),,)
+ - Eay,-det (A1), )

usw.), bis wir zu einer Darstellung mit den Elementen der
Matrix kommen, so erhalten wir

detA = ) " sign(0) - @15(1) @200 dnom

oES,

mit einer Summe tiiber alle Permutationen o € S,,, also einer
Summe mit n! vielen Summanden.

Da n! sehr schnell wichst, wenn n gro3 wird, kann man
schon erkennen, dass der Rechenaufwand zur Ermittlung der
Determinante (zumindest mit dieser Methode) sehr grof3 wer-
den kann. Diese Beschreibung der Determinante ist daher
hauptsdchlich von Nutzen fiir die Theorie, denn viele Ei-
genschaften von Determinanten lassen sich auf diesem Weg
schnell gewinnen. Fiir die numerische Bestimmung werden
wir jedoch andere Methoden entwickeln.
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In diesem Beispiel unterscheiden sich die Determinanten der
Streichungsmatrizen der Matrix B nur in der Reihenfolge und
im Vorzeichen von denen der Matrix A selbst. Das ist all-
gemein so richtig, trotzdem ist aber eine Begriindung dieser
Eigenschaft nur mithilfe der Definition sehr miithsam. Einfacher
nachvollziehbar wird die Aussage aber, wenn wir die Entwick-
lungsformel

detA = Z s1gn(0)ai ¢ (1)@2,6(2) * * * Gno (n)

o€S,

anwenden, die wir in Mathematischer Hintergrund 13.1 ge-
funden haben. Exemplarisch wollen wir dieses Argument hier
einmal ausfiihren.

Falls B aus A durch Vertauschen der Spalten /, k mit [ < k ent-
steht, so gilt

detB = Z Sign(0)ai ey Aok " Ako(l)*** Ano(n) -

0ES,

Bezeichnet nun © = 1;; die Transposition von / und k, so
schreibt sich dies als

detB = Z sign(o)alio(l) C Qg (c(l)

0ES,
c ko (z(k)) " Ano(n)

= Y sign(0)ai o) Loy
0ES,

© ko (e(k) " Gno(t(n)

(da ja t die Zahlen # [, k unberiihrt l4sst). Nun haben wir aber,
dass

sign(o) = —sign(o o 1)

gilt, und mit o durchlduft auch o o 7 alle Permutationen. Daher
schreibt sich diese Beziehung auch als

detB = Z —sign(o o 7)ai ¢((1))

o€S,

dlo(e(l) ** Ako(e(k)) * Ano (t(n)
= Z —sign(0)ai o(1) "+ 1o )

oES,

.. ‘ak,a(k) .. .an(y(n)
—detA,

wie gewlinscht.

Determinante der transponierten Matrix

Ist AT die transponierte Matrix von A, so gilt

detA = detA”.

Beispiel

Wir betrachten als Beispiel wieder die Matrix

—_— N DN =
_ = N =

W o W =

die wir schon untersucht haben und von der wir bereits
wissen, dass detA = 7.

Es ist
111 2
ot 22
1 323
1 4 1 1
mit den Streichungsmatrizen
2 2 1 1 2
AN, =13 2 3|, @N),=[1 2 3],
4 1 1 11
1 2 1 1 2 2
AN ,=1 3 3], A),,=|1 3 2
1 4 1 1 4 1
mit
det((aT),,) =11, det((a7),,) =2,
det((AT), ) = 4. det((a7),,) =-1.

Also gilt
det(AT) = (=)' 1- 11+ (=)' 1.2
+ (=D (= + (D)2 (-1
=7
= detA. |

Auch die Formel fiir die transponierte Matrix ldsst sich einfach
aus der Darstellung der Determinante mit der symmetrischen
Gruppe herleiten.

Aus der Kombination der Formel zur Berechnung der Deter-
minante der transponierten Matrix mit der zur Berechnung der
Derterminante beim Vertauschen von zwei Spalten, erhalten wir
folgende Aussage.

Determinanten und Zeilenvertauschungen

Geht B aus A durch das Vertauschen von zwei Zeilen her-
vor, so gilt
detB = —detA.



Beispiel

Diese Regel kann eingesetzt werden, um die Berechnung
von Determinanten zu vereinfachen.

Wir betrachten dazu die Matrix

S O DO
S O N~
S N W N
—_— N = W

Durch Vertauschen der Zeile 1 und 2 erhalten wir daraus
die Matrix

S O O N
S O = N
S NN W
—_ D W =

Hierfiir gilt

detB = 2 - det (Bl,l) — 2 - det (BI,Z)
+ 3 - det (BZ,I) —1-det (Bl’4) .

Nun ist aber in den Matrizen B »,B; 3 und B4 jeweils
die erste Spalte eine Nullspalte, sodass also

det (BI,Z) = det (Bl’3) = det (Bl’4) =0,
und daher bleibt

detB = 2 - det (Bl,l)

Il

(V]
S e
S NP

3
2
1
=2.1-2-1
=4.
wobei wir die Regel zur Berechnung der Determinante

einer 3 x 3-Dreieicksmatrix angewendet haben.

Da B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervorge-
gangen ist, erhalten wir daraus

detA = —detB = —4. <

Regeln vereinfachen das Rechnen
mit Determinanten

Wir sind nun in der Lage, einige weitere Formeln zusammen-
zustellen, die uns das Rechnen mit Determinanten einer n X n-
Matrix A sehr erleichtern werden.

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix

Rechenregeln fiir Determinanten

—

. Fiir die n x n-Einheitsmatrix E,, ist detE,, = 1.
2. Es gilt schon detA = 0, wenn

m ecine Zeile von A die Nullzeile ist,

= eine Spalte von A die Nullspalte ist,

m eine Zeile von A Vielfaches einer anderen ist,

= eine Spalte von A Vielfaches einer anderen ist.
3. Ist A eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so gilt

detA =a1 - -axp - an,.

4. Entsteht A" aus A durch Multiplikation genau einer Zei-
le von A mit einer Zahl r, so gilt

detA’ = r-detA.

Das Gleiche gilt, wenn A’ aus A durch Multiplikation
genau einer Spalte von A mit einer Zahl r hervorgeht.
5. FirA' = r-Agilt

detA’ = r" - detA.

6. Entsteht A’ aus A dadurch, dass wir ein Vielfaches einer
Zeile von A zu einer anderen Zeile von A addieren, so
gilt

detA’ = detA.

Das Gleiche gilt, wenn A’ aus A dadurch entsteht, dass
wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen
Spalte von A addieren.
7. Schreiben wir A als (a;
ai,...,a,, sogilt

... a,) mit Spaltenvektoren

det(a; ...a;+dj...a,) = det(a; ...a; ...a,)

+ det(ay ... d} ... a,) .

Die analoge Aussage gilt fiir die Zeilen von A.

Die Beschiiftigung mit diesen Formeln ist eine sehr gute Ubung
zum Arbeiten mit Determinanten. Daher wollen wir exempla-
risch Formel 6 nachrechnen. Wir nehmen an, A’ entsteht aus A
durch Addition eines Vielfachen der [-ten Zeile zur k-ten Zeile,
wobei [ # k.

Wir fithren den Nachweis nach dem Prinzip der vollstindigen
Induktion (wie in Mathematischer Hintergrund 4.1 beschrie-
ben).

Die Fille n = 2 und n = 3 sind uns schon aus den ent-
sprechenden Regeln in Abschn. 13.1 bekannt. Wir konnen also
annehmen, dass n > 4 und dass wir die Aussage fiir Determi-
nanten kleinerer Dimension schon kennen.

Wir konnen auch annehmen, dass / > 1 und k > 1. Anderfalls
vertauschen wir in A und A" geeignete Zeilen und éndern da-
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durch die Determinanten jeweils um ein Vorzeichen. Dann gilt
aber

detA’ =) "(=1)""ay - det (4})) . (13.12)

=1
wobei A/L , aus Ay ; jeweils durch Addition eines Vielfachen der
(I — 1)-ten Zeile zur (k — 1)-ten Zeile entsteht. Damit gilt also
nach Induktionsvoraussetzung

det (A,) = det (A;)) firi=1,...n
und daher folgt aus Gl. (13.12)

detA’ = detA.

Beispiel

Wir betrachten die Matrix

S

Il
N W =
N SIS
AN = W

Ohne jegliche explizite Rechnung erhalten wir, dass
detA = 0, denn die dritte Zeile ist das Doppelte der ersten
Zeile. <

Beispiel

Ist A eine schiefsymmetrische nxn-Matrix (gilt also AT =
—A) und ist n ungerade, so gilt

detA =0.
Da AT = —A, gilt nimlich nach den Regeln
detAT = (—1)"-detA = —detA

(wobei wir auch noch ausgenutzt haben, dass n ungerade
ist). Andererseits haben wir aber auch

detA” = detA,

und daher muss detA = 0 sein.

Diese Aussage gilt nicht fiir gerades n, denn

0 2

=4+#0. <
-2 0 7

Eine wiederholte Anwendung der Regeln liefert sofort folgen-
des hilfreiches Resultat.

Determinanten und Linearkombinationen

Ist eine Zeile der Matrix A eine Linearkombination der
anderen Zeilen, so gilt

detA =0.

Beispiel

Wir betrachten die Matrix

=

Il
A W =
RSN S )
B~ = W

Ohne jegliche explizite Rechnung erhalten wir, dass
detA = 0, denn die dritte Zeile ist die Summe der ers-
ten beiden Zeilen. <

Bei der Definition der Determinante haben wir die erste Zei-
le ausgezeichnet und ihr eine Sonderrolle eingerdumt. Das ist
allerdings nur scheinbar so, denn durch die Vertauschungsope-
rationen konnen wir jede beliebige Zeile zur ersten machen,
und durch Transponieren konnen wir die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauschen. Hieraus erhalten wir den Entwicklungssatz
von Laplace.

Entwicklungssatz von Laplace

Fiir eine allgemeine n x n-Matrix

a;  adp ajn

a1 ap A n
A =

Aap, 1 ap2 Ap.n

kann det A nach den folgenden Regeln berechnet werden:

1. Entwicklung nach der i-ten Zeile:
Fiir jedes i € {1, ...,n} gilt

detA = Z(—I)I#jaw’ det (Aw’) .
j=1
2. Entwicklung nach der j-ten Spalte:
Fiir jedes j € {1, ...,n} gilt

n
detA = Z(—l)iJﬁjaiY]’ det (Ai,j) .

i=1



Ferner folgt aus den Regeln durch wiederholtes Anwenden so-
fort:

Determinanten und Zeilenumformungen

Entsteht A" aus A durch eine der elementaren Zeilen- oder
Spaltenumformungen

1. Addition des Vielfachen einer Zeile oder Spalte zu ei-
ner anderen,

2. Multiplikation einer Zeile oder einer Spalte mit einer
Zahl r # 0,

3. Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten.

so gilt

detA' £0 <= detA #0. (13.13)
Ist A” eine Normalform von A, so gilt

detA” #0 <= detA #0. (13.14)

Ein wichtiges, aber schwieriges Resultat ist der Produktsatz.

Produktsatz

Sind A und B zwei n x n-Matrizen, so gilt

det (A -B) = detA - detB.

Beispiel

Wir betrachten die beiden Matrizen

1 2 3 4 321 0
4= 4 3 2 1 ’ B— 3 2 0 1
01 0 1 0 3 1 2
2 0 1 3 1 0 2 3
Dann gilt
detA = 40, detB = 48.
Ferner ist
13 15 12 20
A.B= 22 20 8 10
4 2 2 4
9 7 9 11
und
det(A-B) = 1920 = 40-48. <

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix

Definition

Eine n x n-Matrix heifit regulidr, wenn detA # 0.

Die Beziehung (13.14) besagt, dass A genau dann reguldr ist,
wenn das fiir seine Normalform gilt. Liegt aber A in Normalform
vor, so ist es eine obere Dreiecksmatrix der Form

I ap, ary Ay ain

0 1 ary  Appq azn

0 0 1 amm a;, | fireint <n,
0 O 0 0 0

0 O 0 0 0

wobei ¢ der Rang von A ist, und ihre Determinante ist genau
dann von O verschieden, wenn t = n.

Regularitat und Rang
Fiir eine n x n-Matrix A sind dquivalent:

1. Aistregular.
2. Rang(A) = n.

n + 1 vorgegebene Werte bestimmen ein
eindeutiges Polynom vom Grad n

In vielen Anwendungen stellt sich das Problem, durch eine
Folge von Punkten in der Ebene eine moglichst einfache Funk-
tion eines vorgegebenen Typs zu legen. Hiufig werden dabei
Polynomfunktionen gesucht, da sich diese besonders einfach
weiterverarbeiten (etwa integrieren oder differenzieren) und
sich daher gut in numerischen Néiherungsverfahren verwenden
lassen (z. B. der numerischen Integration, Bd. 2, Abschn. 3.4).

Die Problemstellung kann dann wie folgt formuliert werden: Zu
gegebenen Messpunkten #o, t1,...,#, (t; # %) mit zugehorigen
Messwerten s, §1, - - ., s, finde ein Polynom P moglichst klei-
nen Grades mit P(t;) = sy fiir alle k = 0,1,...,n. Da zwei
Punkte eine Gerade, also eine lineare Funktion, bestimmen und
drei Punkte eine quadratische Funktion, ist es naheliegend, bei
n+ 1 Messpunkten nach einem Polynom vom Grad n zu suchen,
also einem Polynom der Form

P(x) =ap+ax+---+ ax".
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Die Bedingungen P(f;) = sy fithren nun zu den Beziehungen

ap + aity + -+ + apty = so
ap + aity + -+ + apt] = 51

ap + ayty, + --- +LlntZ:S,,,

also (bei gegebenen 1, 11, . .
system in den Unbekannten ay, a, . .

., ;) zu einem linearen Gleichungs-
., a, mit der Koeffizienten-

matrix
1ot & ... 8
1 4 7 ]
A =
1t 2 ...

Diese Matrix, die auch Vandermonde-Matrix V(y, 1, ... ,1,)
genannt wird, hat von O verschiedene Determinante (Aufga-
be 13.17), und damit hat dieses Gleichungssystem eine eindeu-
tige Losung.

Existenz des Interpolationspolynoms

Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom P(x) vom Grad
hochstens n mit P(t;) = s; firallek =0, 1,...,n.

Beispiel

Wir suchen ein Polynom vom Grad 3, das zu folgenden
Messungen passt:

3.00
17.3750

1.00
—0.6250

2.00
4.1250

2.50
9.5000

(13.15)

Die augmentierte Matrix zu diesem Gleichungssystem ist

1.000 1.000 1.000 1.000 | —0.625
(Alb) = 1.000 2.000 4.000 8.000 | 4.125
- 1.000 2.500 6.250 15.625 | 9.500
1.000 3.000 9.000 27.000 | 17.375
mit reduzierter Zeilenstufenform
1.000 0.000 0.000 0.000 | 0.125
(Alb) = 0.000 1.000 0.000 0.000 | —2.500
| 0.000 0.000 1.000 0.000 | 1.250
0.000 0.000 0.000 1.000 | 0.500

Damit hat das Interpolationspolynom die Gestalt

1 5 1
Px) = - —=. B A I
=gy ¥tz xty~

und wir erhalten die Darstellung in Abb. 13.8.

Y
20 P4
57 y=P)
10 1 Py
5- 5//
Py -
1 2 3 4 x
Abb. 13.8 Punkte und Interpolationspolynom <

Der Gau3-Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssysteme
ist zwar sehr effizient, der Aufwand wichst aber trotzdem mit
n. Da in der Anwendung oft sehr viele Messpunkte zu betrach-
ten sind, kann das Verfahren aufwendig werden. Ein Grund liegt
darin, dass wir fiir den Vektorraum der Polynome vom Grad
hochstens n die Basis 1,x,...,x" genommen haben, die nicht
auf unser Problem zugeschnitten ist. Betrachten wir dagegen die
Lagrange-Polynome vom Grand n, die definiert sind als

L =] txittl

itk kTN

firk=0,...,n,

so gilt fiir diese fiir jedes k = 0,1,...,n

Lk(tk) =1, Lk(ti) =0 firi 7é k,

woraus folgt, dass Ly, ..., L, eine Basis des Vektorraumes der
Polynome vom Grad hochstens »n ist, und woraus wir auch er-
halten, dass

P(x) = 50+ Lo(x) + 51 L1(x) + -+ + 5, - Ly (x)
ein Polynom vom Grad hochstens 7 ist mit

P(tx) = so-Lo(te) +s1-Li(tx) + -+ + 55 - Lo (tx) = ¢

fir k = 0,1,...,n, also das Interpolationspolynom zu unserem
Interpolationsproblem.
Beispiel

Wir betrachten wieder das Interpolationsproblem (13.15).
Die Lagrange-Polynome in dieser Situation sind
1
Lo(x) = —3 x—2)-(x—2.5)-(x—13),
Lix)=2-(x—1)- (x—2.5)-(x—3),
8
L) =-3-G=1-(=2)-(x=3).
Lix)=1-(x—1)- (x—=2)- (x—2.5),



und damit ist unser Interpolationspolynom gegeben durch

P(x) = 0'63£~(x—2)~(x—2.5)~(x—3)
+825-(x—1)-(x—2.5)- (x—3)

76

3

+ 17375 - (x—1)- (x—2) - (x —2.5).

cx=1)-(x—=2)-(x—3)

Ausmultipliziert erhalten wir natiirlich auch hier wieder

Eine anderer Ansatz zur vereinfachten Ermittlung des Interpo-
lationspolynoms benutzt als Basis fiir den Raum der Polynome
vom Grad hochstens n die Newton-Polynome

k—1
No) =1, M@ =]]x=1) *k=1.....n).

j=0

Auch mit dieser Basis kann das Interpolationspolynom darge-
stellt werden,

P(x) = by - No(x) + b1 - Ni(x) 4+ -+ 4+ b, - N,y (%),

wobei in diesem Fall die b; bestimmt sind durch ein Gleichungs-
system, dessen Koeffizientenmatrix die untere Dreiecksmatrix

1 0 0 0
1 s1—150 0 0
_— 1 s;—50 (s2—50) (s1—50) ... 0
n—1
I sy—s0 (sy—S0)- (sp—51) ITCsn—s0)
k=0

ist. Daraus errechnen sich die Zahlen b, sehr leicht mithilfe der
(iterierten) dividierten Differenzen [s,...,s;] (0 <k <[ <n)
der Linge [ — k, die rekursiv wie folgt definiert sind:

m Istk =, so setzen wir [s;] = s¢ fiirallek =0,...,n.
m Istk < /undsind alle dividierten Potenzen der Lange [—k—1
schon definiert, so setzen wir

]_ [Sk+1,...,Sl]—[Sk,...,Slfl]

S]— Sk

[Sk,Sk+1, Y

Dann gilt

bk:[So,...,Sk] fl'irk:O,...,n.

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix

Beispiel

Wir betrachten wieder das Interpolationsproblem (13.15).
Die Newton-Polynome in dieser Situation sind

No@) =1, N@x)=x-1, Mx)=x-1-x-2),
N3) = (x—1)-(x—2)-(x—2.5),

und die dividierten Potenzen berechnen sich als

[so] = —0.625,
[s3] = 17.375,
[52,53] = 15750,

[s0. 51,52, 53] = 3 .

[s1] = 4.125,  [s2] = 9.500,
[S(),Sl] = 4750, [51,52] = 10750,

[so0,s1.82] =4, [s1.82,83] =5,

Damit schreibt sich das Interpolationspolynom als

PO =3+ G- +4:G=1)G=2)

_g)

Ausmultipliziert erhalten wir natiirlich auch hier wieder

+3:G=DG-2)-

Die Regeln vereinfachen die Berechnung
der Determinante

Fiir groBe n ist das Berechnen der Determinante sowohl iiber
die Laplace-Entwicklung als auch iiber die Darstellung mit der
Permutationsgruppe sehr arbeitsintensiv. In diesem Fall wird in
der Praxis die Determinante dadurch berechnet, dass man die
Matrix in Normalform {iiberfiihrt und sich die Operationen, die
dabei durchgefiihrt werden und den Wert der Determinante 4n-
dern, merkt. Dieses Verfahren wichst in seiner Komplexitit viel
langsamer als etwa die Laplace-Entwicklung.

Wir betrachten dazu zunidchst die Matrix

(13.16)

b

Il
I N e
NS
A~ AW

Im ersten Schritt subtrahieren wir das Doppelte der ersten Zei-
le von der zweiten und das Dreifache der ersten Zeile von der
Dritten und erhalten

1 2 3
Ai=|0 -2 =2
0 -2 =5
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Dadurch hat sich die Determinante nicht gedndert, detA; =
det A. Nun multiplizieren wir die zweite Zeile mit —% und mer-
ken uns, dass dadurch die Determinante mit —% multipliziert
wird. Wir erhalten

1 2 3
A, =10 1 1
0 -2 -5
mit detA, = —% -detA; = —% - detA. Wir addieren jetzt das

Doppelte der zweiten Zeile zur Dritten, wodurch sich die Deter-
minante nicht dndert, und erhalten

1 2 3
A3 =10 1
0 0 -1
mit detA3 = detA, = —;— - detA. Diese Matrix Aj ist nun eine

obere Dreiecksmatrix, hat also die Determinante 1 - 1 - (—1) =
—1. Um die Determinante von A zu bekommen, miissen wir be-
riicksichtigen, dass in Schritt 2 die Determinante mit dem Faktor
—;— multipliziert wurde und dies riickgéngig machen. Wir erhal-
ten also

detA = (=2) - detAz = 2.

Fiir die Matrix (13.16) hitten wir die Determinante auch noch
leicht nach dem Entwicklungssatz von Laplace oder dem Sche-
ma von Sarrus ausrechnen kénnen. Schon etwas komplizierter
ist das im Fall

5 1 5 4
s_ |4 4 3 2
1 0 -2 5
301 2 4

Fiir diese Matrix empfiehlt es sich bereits, mit Zeilen- und mit
Spaltenumformungen zu arbeiten. Zunéchst vertauschen wir die
erste und die dritte Zeile und erhalten

1 0 -2 5
4 —4 -3 =2
B, = 3
5 1 5 4
3 1 2 4
Hierdurch dndert sich das Vorzeichen, detB; = —detB. Wir

subtrahieren viermal die erste Zeile von der zweiten, fiinfmal
die erste von der dritten und dreimal die erste von der vierten
und erhalten

1 0 -2 5
B, = 0O -4 5 =22

0o 1 15 =21

0 1 8 11

Hierdurch indert sich die Determinante nicht, also detB, =
det By = — det B. Nun vertauschen wir die zweite und die vierte

Zeile:
1 0 =2 5
B, = 0 1 8 -—11
0 1 15 =21
0 -4 5 =22

Hierdurch indert sich das Vorzeichen der Determinante,
detB; = —detB, = detB. Wir subtrahieren die zweite Zeile
von der dritten und addieren sie viermal zur vierten:

1 0 =2 5
B, = 01 8 -—11

00 7 -10

0 0 37 —66

Hierdurch #ndert sich die Determinante nicht, also detBy; =
det B3 = detB. Im nichsten Schritt subtrahieren wir noch das
%-faehe der dritten Zeile von der vierten, um die Matrix

10 =2 5
g—|0 1 &8 -l
00 7 -I0
00 0 —-%

7

zu erhalten. Hierdurch dndert sich die Determinante nicht, also
det Bs = det B4 = det B. Die Matrix ist eine obere Dreiecksma-

trix mit
92
detBs=1-1-7- - =-92,

und damit ist auch det B = —92.
Beispiel

Es ist nicht notwendig, eine Matrix immer vollstindig
auf obere Dreiecksform zu bringen. Haufig reicht es aus,
durch einige Reduktionsschritte die Komplexitit zu redu-
zieren. Betrachten wir etwa die Matrix

1 1 1
A= 2 5 3 5 ,

1 6 3 2

—1= 7 -2 3

so erhalten wir durch Subtraktion des Doppelten der ers-
ten Zeile von der zweiten, durch Subtraktion der ersten
Zeile von der dritten und durch Addition der ersten Zeile
zur vierten die Matrix

1
3
A = 1
4

S O O =
oo W W =
(3]

—1

Das dndert die Determinante nicht, detA; = detA. Die
Determinante von A; kann nun bereits relativ einfach



durch Entwicklung nach der ersten Spalte berechnet wer-
den:

31 3
detA; = (=)' |5 2 1|=-48,
8 —1 4

wobei wir fiir die Berechnung der Determinante der 3 x 3-
Matrix das Schema von Sarrus benutzen konnen. Damit
erhalten wir also detA = —48. Das ist in diesem Fall
auch deshalb giinstig, da sich in A; keine Zeile anbietet,
die Matrix in einfacher Weise weiter auszuraumen.

Falls wir jedoch trotzdem mit Zeilen- und Spaltenum-
formungen weiter vereinfachen wollen, empfiehlt sich
zundchst eine Spaltenoperation, etwa die Vertauschung
der zweiten und dritten Spalte. Das ergibt

1 1 1 1
Ay = 0 1 3 3
0 2 5 1
0 -1 8 4

Hierdurch #ndert sich das Vorzeichen der Determinante,
also detA;, = —detA. In A, kann nun mit der zwei-
ten Zeile bequem weiter vereinfacht werden. Subtrahieren
wir sie zweimal von der dritten Zeile und addieren wir sie
einmal zur vierten, so erhalten wir

1 1 1 1
Ay = 01 3 3
0 —18 =5
0O o0 11 7

Dadurch dndert sich die Determinante nicht, und es ist
detA; = —detA. Nun konnen wir det A3 berechnen, in-
dem wir zweimal nach der ersten Spalte entwickeln:

1 3 3
detA; = 1-[0 -1 —5/—0+0-0
0 11 7
-1 -5
- 1.1 —0+40
17 +
= (=1)-7—(=5)-11

= 48

Also erhalten wir wieder detA = — detA; = —48.

Wir konnen aber in A3 auch noch die dritte Zeile elfmal
zur vierten addieren und erhalten

1 1 1 1
A, = 01 3 3

0 0 -1 =5

0 0 0 -—48

13.2 Die Determinante einer n x n-Matrix 337

Dadurch dndert sich die Determinante nicht, sodass
detA; = —detA. Da detA; = 48, erhalten wir auch auf
diesem Weg detA = —48.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass sich bei der Vereinfa-
chung einer Matrix zur Berechnung der Determinante
Zeilen- und Spaltenoperationen mischen lassen. <

Die komplementare Matrix entsteht
aus Unterdeterminanten

Bei der Definition der Determinante haben die i, j-Streichungs-
matrizen A;; und ihre Determinanten eine wichtige Rolle ge-
spielt. Wir setzen

@y = (—1)"" det (4,)

(beachten Sie dabei die Vertauschung der Indizes).

Definition

Teil 11

Die Matrix A := (@) heiBt die zu A komplementiire
Matrix oder die zu A adjunkte Matrix.

Beispiel

Ist

1 2
A= (_1 3) . (13.17)

SO ist

Ganz allgemein gilt: Ist

()

eine beliebige 2 x 2-Matrix, so ist

A= (d _b) ) (13.18)
—C a

Beispiel
Ist
1 0 -1
A=]|8 -4 -1], (13.19)
-2 1 0
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SO ist
1 -1 —4
A=|2 -2 -7 <
0 -1 -4

Wir berechnen nun explizit den Matrixeintrag (X . A) 1, an jeder
Stelle k, [.

Ist I = k, so gilt nach dem Laplace-Entwicklungssatz (Entwick-
lung nach der k-ten Spalte)

(K‘ Ay = Z&E " ik
i=1

= Z(—l)i+k det (A;x) - aix

i=1

n
= > (=1 - det (Aiy)
i=1

= detA.

Ist I # k, so betrachten wir die Matrix B, die aus A dadurch
entsteht, dass wir die k-te Spalte von A durch die /-te Spalte von
A ersetzen. Damit hat B zwei identische Spalten (an der Stelle
k und der Stelle /), und daher gilt nach den Rechenregeln fiir
Deteminanten

detB=0.

Andererseits gilt By = A;x, da B und A in allen Spalten auf3er
der k-ten iibereinstimmen. Entwickeln wir daher B nach der k-
ten Spalte, so erhalten wir

detB = Z(—l)H—kbi,k - det (Bjx)

i=1

=Y (=D ay - det (Aig)
i=1

— Z(_l)i+k@‘
i=1
= (Z'A)k,l :

Eine vergleichbare Rechnung kénnen wir fiir die Matrixeintrige
(A-A), , durchfiihren und erhalten daraus

ai,

A-A=A-A=detA-E, (13.20)
Beispiel

Fiir die Matrix A aus (13.17) gilt

e 1 2.3—2:50:5'132
-1 3 1 1 0 5

und detA = 5. <

Beispiel

Fiir die Matrix A aus (13.19) gilt

1 0 -1 1 -1 —4
AA=|8 -4 1 2 2 -7
2 1 0 0 —1 —4
1 00
={o 1 0
0 0 1
=1-E;
und detA = 1. <

13.3 Determinanten und
invertierbare Matrizen

Wir haben gesehen, dass n x n-Matrizen A mit detA # 0
in der Menge der Matrizen eine ausgezeichnete Rolle spielen,
und diese Matrizen als reguldre Matrizen bezeichnet. In diesem
Abschnitt wollen wir uns einer anderen ausgezeichneten Eigen-
schaft einiger Matrizen zuwenden.

Matrizen kénnen eine Inverse haben

Definition
Eine n x n-Matrizen A heift invertierbar, wenn es eine
n X n-Matrix B gibt mit

A-B=E, und B-A=E,.

In diesem Fall heif3t die Matrix B die zu A inverse Matrix
und wird mit A~! bezeichnet.

Zunichst stellt sich die Frage, ob vielleicht jede Matrix in-

vertierbar ist. Betrachten wir dazu A = (g 8) also die

Nullmatrix, so gilt fiir jede Matrix B

und damit kann es keine Matrix B mit A - B = E, geben.

Bei den reellen Zahlen ist jede von O verschiedene reelle Zahl
invertierbar. Ist also vielleicht jede von der Nullmatrix verschie-
dene Matrix invertierbar? Auch das ist nicht der Fall, wie das



Anwendung: Stabwerke

Wir wollen noch einmal ganz allgemein ebene Stabwerke,
wie wir sie in Kap. 9 eingefiihrt haben, betrachten und ih-
re Gleichgewichtsbedingungen untersuchen. Ein Fachwerk
heiflit kinematisch bestimmt, wenn die Lage aller Knoten-
punkte eindeutig fixiert ist, und statisch bestimmt, wenn die
Stabkrifte und die Lagerreaktionen (also die Gegenkrifte in
den Auflagern) aus den Gleichgewichtsbedingungen eindeu-
tig bestimmt werden konnen. Die Gleichgewichtsbedingun-
gen liefern fiir jeden Knoten eine (vektorielle) Gleichung,
woraus wir durch komponentenweise Betrachtung zwei ska-
lare Gleichungen erhalten. Hat das Fachwerk also k Knoten,
so erhalten wir daraus 2k Gleichungen. Bei rdumlichen Stab-
werken ergeben sich entsprechend 3k Gleichungen.

Zu bestimmen sind daraus (und aus den Lastkriften, die
auf die Knoten wirken) die Stirken der Stabkriifte und der
Gegenkriifte in den Auflagern, wobei die Gegenkrifte nach
Richtungen aufgeschliisselt werden, d. h., an einem auf Rol-
len gelagerten Auflager wirkt eine Gegenkraft, an einem
festen Auflager sind es zwei (wie im Beispiel ,,Stabwerke* in
Abschn. 9.2). Bezeichnet daher s die Anzahl der Stidbe und g
die Anzahl der Lagerreaktionen, so ist

s+g=2k

eine notwendige (aber nicht ausreichende) Bedingung fiir die
statische Bestimmtheit des Fachwerks. Bei raumlichen Fach-
werken ergibt sich entsprechend die Bedingung s + g = 3k,
da in diesem Fall die vektorielle Gleichung fiir jeden Knoten
drei Komponenten hat.

Obwohl die Bedingung s+g = 2k (bzw. s+g = 3k im rdum-
lichen Fall) nicht ausreichend fiir die statische Bestimmtheit
eines Stabwerks ist, wird die Grof3e

n=s+g-—2k

als Maf fiir die Bestimmtheit benutzt. Falls n > 0, so heif3t
das System n-fach statisch unbestimmt oder statisch iiber-
bestimmt. In dieser Situation reicht die Anzahl der Gleich-
gewichtsbedingungen nicht aus, um alle Auflagerreaktionen
und Schnittkrifte zu bestimmen. Im Fall n < 0 spricht man
von einem n-fach unterbestimmten oder beweglichem Sys-
tem.

Betrachten wir wieder das Stabwerk, das durch Abb. 13.9
beschrieben wird und das wir bereits in Abb. 9.21 betrachtet
haben, so gilt hier

k=4, s=5  g=3.

Damit ist die notwendige Bedingung erfiillt. Wie wir in in der
Fortfiihrung dieses Anwendungsbeispiels in Abschn. 12.1
gesehen haben, ist die Koeffizientenmatrix des Gleichungs-
systems zu den Gleichgewichtsbedingungen

13.3 Determinanten und invertierbare Matrizen

1 0 0 1 0 -1 0 0

0 0 0 1 0 0 -1 0

-1 1 0 0o 0 O 0 0
A= 0 0 0 0o 1 0 0 0

“lo -1 -1 0 0 0o o V3|

0 0 1 0o 0 0 0 -1

0 0 1 -1 0 O 0 0

0 O -1 -1 1 0 0 0
und hierfiir gilt
detA = —2.

Also ldsst sich das Gleichungssystem zu diesem Stabwerk
fiir alle Lastkrifte eindeutig l6sen, und daher ist dieses Stab-
werk fiir jede Art von Lastkrédften an den Knoten statisch
bestimmt.

F
Ky
S4 SS SS
K, 45° 459 K
G
G S1 K> Ay w33
1
G>

Abb. 13.9 Ein einfaches ebenes Stabwerk

Beachten Sie dabei, dass wir schon bei der Behandlung
dieses Stabwerks in Abschn. 12.1 gesehen haben, dass die
Matrix A den Rang 8 hat, dass also jedes Gleichungssystem
mit A als Koeffizientenmatrix eindeutig 16sbar ist und dass
wir dort fiir Lastkrifte F, wie in Abb. 13.9 eingezeichnet, die
Gegenkriifte G, G, und G3 bereits bestimmt haben.

Obwohl s + g = 2k nicht ausreichend ist fiir die statische
Bestimmtheit eines Fachwerks, so ist doch das generische
System, das diese Bedingung erfiillt, statisch bestimmt, denn
das Verschwinden der Determinante der zu untersuchenden
Koeffizientenmatrix fiihrt zu einer Gleichung fiir die Winkel
der Stab- und Auflagerkrifte, die nur selten erfiillt ist.
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by

Beispiel A =
by,

b
zeigt. Ist ndmlich B = 12
ban

eine beliebige 2 x 2-Matrix, so gilt immer

AB— bii+by1 bip+bap ’
0 0

die zweite Zeile ist also immer die Nullzeile, und damit kann es
auch hier keine Matrix B mit A - B = E, geben.

Kommentar Im Vektorraum R"™" der n x n-Matrizen haben
wir neben der Matrizenaddition auch noch die Matrizenmulti-
plikation. Es ist leicht einzusehen, dass (R™", +,-) ein (nicht-
kommutativer) Ring mit Einselement E,, ist. Wir suchen nun die
Elemente in diesem Ring, die ein multiplikatives Inverses ha-
ben. <

Es reicht, zu einer n x n-Matrix A ein Linksinverses und ein
Rechtsinverses zu finden, also eine Matrix B mit B-A = E,, und
eine Matrix C mit A - C = E,,. Dann gilt schon

B=B-E,=B-(A-C)=(B-A)-C=E,-C=C.

Genauso sehen wir, dass eine inverse Matrix, falls sie existiert,
eindeutig ist.

Inverse Matrizen sind ein hilfreiches Instrument bei der Losung
linearer Gleichungssysteme. Ist ndmlich A eine invertierbare
Matrix und x eine Losung des Gleichungssystems A - x = b,
SO muss

x=E, x=A"A-x=4"b

gelten. Setzen wir umgekehrtx = A1 b, soist
A-x=A-A".b=b,

und wir erhalten folgendes Resultat:

Inverse Matrix und eindeutige Losbarkeit

Ist A eine invertierbare Matrix mit Inverser A~!, so hat das
Gleichungssystem A - x = b fiir jedes b die eindeutige
Losung

x=A"1.b.

Wir konzentrieren uns zundchst darauf, eine Rechtsinverse zu
finden, also eine Matrix B mitA - B = E,,.

Existenz einer rechtsinversen Matrix

Genau dann existiert eine rechtsinverse Matrix B von A,
wenn das Gleichungssystem

A.x:ei (1321)

fiirjedesi = 1,...,nlosbarist, wobei ey, . .., e, die Stan-
dardbasis des R” bezeichnet. Ist in diesem Fall v; eine
Losung von A - x = e; und ist B die Matrix mit den Spal-
tenvektoren vy, vy, ..., Uy, SO gilt

A-B=E,. (13.22)

Ist ndmlich B eine Rechtsinverse zu A und ist B,; der i-te
Spaltenvektor von B, so gilt nach Definition der Matrizenmul-
tiplikation gerade A - B,; = e;, und damit sind alle fraglichen
Gleichungssysteme losbar.

Sind nun umgekehrt v; Losungen von A -x = e; (i = 1,...,n)
und ist B die Matrix mit den vy, ..., v, als Spaltenvektoren, so
ist — wiederum nach Definition der Matrizenmultiplikation — A-B
die Matrix mit den Spaltenvektoren A - vy,...,A - v,, also

A-B=(eje, ... e,)=E,.

Bei der Bestimmung der Losungen von Gleichungssystemen in
Abschn. 12.3 haben wir gesehen, dass das Gleichungssystem
Ax = e; genau dann 16sbar ist, wenn e; € Bild(A). Damit ist das
Gleichungssystem (13.21) genau dann fiir jedes i 16sbar, wenn
der Untervektorraum Bild(A) C R” die Standardbasis von R”
enthilt, und das bedeutet schon

Bild(A) = R",
also Rang(A) = n. Deshalb existiert zu A genau dann eine
rechtsinverse Matrix, wenn Rang(A) = n. Das wiederum ist

dquivalent dazu, dass A regulir ist, also zu detA # 0. Setzen
wir daher C = deﬁ - A mit der Komplementdrmatrix A von A,

so gilt nach Gl. (13.20)
C-A=A-C=E,,

sodass C schon eine Inverse von A ist (die dann natiirlich mit der
rechtsinversen Matrix B von oben iibereinstimmt). Wir haben
damit gezeigt:

Deteminanten und Regularitat

Fiir eine n x n-Matrix A sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

A ist reguldr.

A ist invertierbar.

Rang(A) = n.

Nul(A) = 0.

A besitzt eine rechtsinverse Matrix.

S ge @0 =

Ist A regulir, so auch AT, da Rang(A) = Rang(AT), und es gilt
AT. (Ail)T) _ (A71 ‘A)T _ E,T —E,.

also:

Inverse der transponierten Matrix

Ist A invertierbar, so ist auch AT invertierbar und

() ="



Die inverse Matrix wird durch
Zeilenumformungen bestimmt

Wir haben schon gesehen:

Inverse Matrix und Komplementarmatrix

Ist A invertierbar und ist A die Komplementédrmatrix von

A, so ist
1 .

ATl = AL
detA
Beispiel
Ist
1 0 -1
A=]8 -4 -1,
=2 0

1 —1 —4
A=1|2 -2 -7
0 -1 —4

Daher ist A~! = A. <

Da wir die Komplementdrmatrix einer 2 x 2-Matrix in For-
mel (13.18) explizit beschrieben haben, erhalten wir sofort:

Inverse einer 2 x 2-Matrix

IstA = eine 2 x 2-Matrix, so ist A genau dann

c
invertierbar, wenn ad — bc # 0, und in diesem Fall ist

e 1 d —b
T ad—bc \—c a ]’

Fiir groBe n nimmt der Rechenaufwand dieses Verfahrens aber
sehr stark zu und wird zusehends unpraktikabel. Es gibt je-
doch eine Methode, deren Komplexitit weniger stark mit n
steigt. Zur Bestimmung einer inversen Matrix reicht es nim-
lich, eine rechtsinverse Matrix von A zu ermitteln, und dazu
miissen wir, wie wir schon gesehen haben, nur die Gleichungs-
systeme (13.21), also A - x = e; fiirallei = 1,...,n losen.
In Abschn. 12.1 haben wir bereits festgestellt, dass wir diese
Gleichungssysteme alle in einem Durchgang durch Betrach-
tung der erweiterten augmentierten Matrix (A|e; e; ... €,)
und Uberfithren dieser Matrix in Normalform 16sen konnen.
Ferner konnen wir diese erweiterte Matrix, falls A den Rang n

13.3 Determinanten und invertierbare Matrizen

hat, nur durch Zeilenoperationen auf die Normalform

1 0 0
0 1 0

by b, b,
0 0 1

bringen und wir erhalten aus Formel (13.22)

AV =B, ... b)) .

Beispiel

Betrachten wir die Matrix

A=12,
2 3

so gehen wir vor wie folgt:

I 211 0
A =
“lerer) (23‘01)

M—2-1 1 2 1 0
0 —-1]-2 1

1 2
(=1)-1I (01

[—2.1 1 0|3 2 ’
0 1] 2 -1

wobei wir in der linken Spalte die durchgefiihrten Zeilen-
operationen notieren. II — 2 - I bedeutet also: Subtrahiere
das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten. Wir erhal-
ten aus (13.23), dass A invertierbar ist mit

In der Tat gilt
A-AT=E,=471.4. <
Beispiel
Fiir die Matrix
01 2
A=1|1 2 2
1 3 3

(13.23)
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gehen wir vor wie folgt: 1 2 2lo 1 o
I 10 0 211 0 O
o 123100 1 3 4(0 0 1
(Ale e e;)= 1 2 2|10 1 0
1 3 3/0 0 1
1 2 210 1 O
N -1 01 21 0 0
I 10 01 2|1 0 O 01 210 -1 1
1 3 3/0 0 1
=1 0121 00 I — 11 01 21 0 0
12 210 1o An dieser Stelle bricht der Algorithmus ab. Die letzte Zei-
r—1 0 1 2 I 0 0 le von A ist zur Nullzeile geworden, und damit hat A nicht
0 0 —1|—-1 -1 1 den vollen Rang 3, ist also auch nicht invertierbar. <
1 22|01 0 )
(=1)-11 01 2l1 0 o Im Allgemeinen ist es nicht einfach zu entscheiden, ob eine
00 111 1 —1 n X n-Matrix.inve.rtierbar ist (speziell fiir groBes 1-1)-und gege-
gebenenfalls ihre inverse Matrix zu berechnen. Einige Regeln
1 2 0l-2 -1 2 helfen dabei manchmal.
II—2-11
o1 0|-1 -2 2
L=z 0O 0 11| 1 1 =1 Regeln fiir die Invertierbarkeit
1. Sind A und B invertierbare n x n-Matrizen, so ist auch
10040 3 =2 A - B invertierbar und
[-2-1I 01 0f-1 -2 2 .
00 1|1 1 -1 @A-B'=p".A".

2. Ist A eine Diagonalmatrix,

0 3 - 0
Al=|-1 2 2. E A= 2o
1 1 -1 0 O 0
0o 0 ... d,
so ist A genau dann invertierbar, wenn d; # O fiir alle
o i, und in diesem Fall gilt
Beispiel
di 0 0
Auch im Fall der Matrix 6 1 0
Al = £
0 1 2 0 0 0
A=11 2 2 0 dL
1 3 4 !
3. IstA eine n x n-Matrix mit A’ = O fiirein / € N, so ist
machen wir diesen Ansatz und erhalten E, — A invertierbar und
01 2|1 0 0 (En—A) ' =E, +A+ A2+ ...+ A" (13.29)
(A|e1e2e3) = 1 2 2/0 1 O . . o 1l 5 3
1 3 4]0 0 1 4. IstA eine n x n-Matrix mit A" = 0 fiir ein / € N, so ist

A nicht invertierbar.



Die ersten beiden Aussagen lassen sich unmittelbar nachrech-
nen. Zum Nachweis der dritten setzen wir

(E,—A)- (B, + A+ AT +---+ A7)
=E, +A+A* ... 4 A"
_A_Az_“'_Al—l _Al
=E,—A
= En
an, also ist E,, — A invertierbar. Fiir die vierte Aussage beachten
wir, dass aus A’ = 0 natiirlich det (A’) = 0 folgt. Nach dem

Produktsatz bedeutet dies, dass det A = 0, und damit ist A nicht
invertierbar.

Definition

Eine Matrix A mit A’ = 0 fiir ein / € N heif}t nilpotent.

Die Invertierbarkeit von A - B ist dquivalent zu det (A - B) # 0.
Nach dem Produktsatz fiir Determinanten folgt aber daraus
detA # 0 und det B # 0, also:

Produktsatz fiir invertierbare Matrizen

Sind A und B zwei n X n-Matrizen und ist A - B invertierbar,
so sind auch A und B invertierbar. Entsprechend haben in
diesem Fall auch A und B den vollen Rang n.

Ist A invertierbar, so liefert der Produktsatz
1 =detE, =det(A-A"") = detA-detA™",

also

Determinante der inversen Matrix

Ist A invertierbar, so ist

Die cramersche Regel hilft, Formeln
fiir Losungen zu finden

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir nochmal zum Aus-
gangspunkt dieses Kapitels zuriickkehren, ndmlich zu linearen
Gleichungssystemen

A-x=b (13.25)

13.3 Determinanten und invertierbare Matrizen

mit einer nx n-Koeffizientenmatrix A. Wir schreiben hierfiirA =
(@ a® ... a™) mit Spaltenvektoren a'” und setzen

. a(k_') b a(k“)

Ar(d) = (a(l) a(”)),

wir ersetzen also die k-te Spalte von A durch b.

Ist A invertierbar, so ist die eindeutige Losung des Gleichungs-
systems (13.25) durch x = A~'b gegeben. Beschreiben wir A~
mit der Komplementirmatrix, so bedeutet das

X = (A71 b)k

= Z ak’l .bl
detA
=1
1
detA

Y (=D det (Ar) - by
=1

Berechnen wir andererseits det (A (b)) durch Entwicklung nach
der k-ten Spalte, so ergibt sich

det (Ax(B)) = D (=1 - det (Ary)
=1

da Ay (b);x = Ajx, und wir erhalten die cramersche Regel.

Die cramersche Regel

Ist A invertierbar, so ist die eindeutige Losung x von
A-x=b
gegeben durch

det (Ax(b))
x = LE0)

firk=1,...,n.
detA

Beispiel

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

X1+ x =)
3)61—|—2)C2—|—)C3=0
XZ—I—)C3=2,
haben also
1 1 0 2
A=13 2 1], b=1|0
0 1 1 2
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Anwendung: Input-Output-Analyse (offenes Modell)

Wir betrachten eine Volkswirtschaft, deren Produktionsakti-
vitdten sich in drei Sektoren gliedert: Energie E, Rohstoffe
und Lebensmittel R sowie industrielle Produktion /. Um
Energie im Verkaufswert von einer Geldeinheit zu erzeugen,
benotigt der Sektor E Energie aus seiner eigenen Produkti-
on im Verkaufswert von 0.1 Geldeinheiten (GE), Rohstoffe
des Sektors R im Wert von 0.4 GE und industrielle Fertig-
produkte des Sektors / im Wert von 0.1 GE. Entsprechend
benétigt der Sektor R fiir die Erzeugung von Produkten im
Verkaufswert von 1 GE Produkte im Wert von 0.3 GE aus
dem Sektor E, 0.1 GE aus dem eigenen Sektor R und 0.1 GE
vom Sektor /, und der Sektor / benétigt fiir die Erzeugung
von Produkten im Verkaufswert von 1 GE Produkte im Wert
von 0.2 GE aus dem Sektor E, 0.3 GE aus dem Sektor R und
0.1 GE aus dem eigenen Sektor /. Diese Inputfaktoren fassen
wir zu einer Inputmatrix A wie folgt zusammen:

0.1 03 02
A=104 01 03
0.1 0.1 0.1

In der ersten Zeile steht also der Bedarf an Energie, in der
zweiten der an Rohstoffen und in der dritten der an Industrie-
e

produkten. Ist daher p = | r | der Vektor, der die gesamte

i

Produktion beschreibt (mit den offensichtlichen Bezeichnun-
gen, also e fiir die Produktion des Sektors E etc.), so ist
A - p der wertmiBige Anteil des Gesamtoutputs, der unmit-
telbar in die Produktion einfliet. Der Wert der benotigten
Energie etwa ist 0.1 - ¢ + 0.3 - r 4+ 0.2 - i. Neben der inter-
nen Verwendung sind durch die Produktion aber auch der
Bedarf der Konsumenten der Volkswirtschaft und die Ex-
portnachfrage zu decken. Wir nehmen an, dass insgesamt
eine Nachfrage nach Energie im Wert von 46 Mrd. GE, nach
Rohstoffen und Lebensmittel im Wert von 58 Mrd. GE und
nach industriellen Fertigprodukten im Wert von 142 Mrd.
GE gedeckt werden muss, und fassen diese Werte zu einem
46

Nachfragevektor n = | 58

142
Volkswirtschaft muss also den internen Bedarf der Produkti-
on und die Nachfrage der Konsumenten abdecken. Das fiihrt
zu der Bedingung

zusammen. Der Output der

p=A-p+tn

oder, nach Umstellen, zu

(Es—A)-p=n.

In dieser Situation ist die Matrix
09 -03 —-02

Es—A=]-04 09 -03
-0.1 —-0.1 0.9

invertierbar. Thre Inverse kann mit Zeilenumformungen er-
mittelt werden und ist

780 290 270
L=_—-139 790 350
539 130 120 690

und daher berechnet sich der Gesamtoutput der Volkswirt-
schaft alsp = L - n, also als

e 46 91040
r{=L-] 58 | =—-| 113460
i 142 539 110920

Mit diesen (monetdr bewerteten) Outputmengen ist die
Volkswirtschaft also in einem Gleichgewichtszustand und
kann sowohl den Bedarf fiir die Produktion als auch die
Nachfrage exakt befriedigen.

Dieser Ansatz verallgemeinert sich in offensichtlicher Weise
auf eine Volkswirtschaft mit n Sektoren Sy, ...S, und eine
n x n-Inputmatrix

ap,1 e an’n

in der a;; fiir den Wert der Produkte des Sektors S; steht, der
in die Produktion von Sektor §; eingeht. Er ldsst sich auch
auf ein einzelnes Unternehmen und die Produkte, die in dem
Unternehmen (fiir die interne Weiterverarbeitung und die
Deckung der externen Nachfrage) verwendet werden, iiber-
tragen.

Diese Input-Output-Analyse wurde wesentlich von Wassily
Leontief (1905-1999) begriindet, der hierfiir 1973 den Wirt-
schaftsnobelpreis erhielt. Die Matrix L = (E, — A)~' heift
deshalb auch die Leontief-Inverse von A.

Die Matrix A ist im Allgemeinen nicht nilpotent, daher kann
(E, —A)~" nicht nach Formel (13.24) berechnet werden. Al-
lerdings sind die Eintrige von A in der Regel sehr klein,
sodass die Eintridge von Al, der I-ten Potenz von A, im All-
gemeinen sehr schnell gegen 0 gehen. In diesen Féllen kann
(E, — A)~! durch eine Reihe

o0
(E,—A)'=>"A
=0

bestimmt werden.




Da detA = —2 kann die cramersche Regel angewendet
werden und wir erhalten

_1 2 1
m=—0 2 1 |=-2
2 1 1
_1 1 2 0
)C2=7'3 0 1 =4
0 2 1
_1 1 1 2
x3=7-3 2 0 =—2 <
1 2

Achtung Die cramersche Regel zeigt, dass sich die Losung
eines linearen Gleichungssystems formelméfig aus den Daten
des Gleichungssystems bestimmen ldsst. Daher ist sie gut ge-
eignet, Formeln und Zusammenhinge abzuleiten. Fiir groe n
ist sie aber keine praktikable Methode, um die Losung eines
Gleichungssystems numerisch zu bestimmen. Der Rechenauf-
wand, der damit verbunden ist, ist viel hoher als der, der sich
aus dem gauB3schen Eliminationsverfahren ergibt. <

Determinanten konnen mit den gleichen Berechnungsregeln
auch fiir komplexe Matrizen definiert werden. So gilt also auch
fiir komplexe 2 x 2-Matrizen

21,2

22

21,1
A =
22,1

detA =z11-220— 212221 -

die Formel

Beispiel

Die Matrix

i i—1

hat die Determinante

detA=1-(i—)—i-i=i—1—(-1)=i. =

Die Aussagen iiber Determinanten iibertragen sich entsprechend
auf die komplexe Situation. Insbesondere ist eine komplexe Ma-
trix genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante von 0
verschieden ist. Das gilt also fiir unsere Matrix A, und ihre Inver-
se berechnet sich wie im reellen Fall mit der erweiterten Matrix:
1 )

1 0
(A|E2)=< L1

0 1
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Subtrahieren wir das i-fache der ersten Zeile von der zweiten, so
erhalten wir

Subtraktion des i-fache der zweiten Zeile von der ersten liefert
1 0

L 1+i -1
(E2|A)_(01 1 —i)

JERN AR
T\ -1 i)

Fiir n > 3 iibertragen sich die Definitionen, Formeln und Aus-
sagen entsprechend.

und damit

13.4 Orthogonale Matrizen
und Isometrien

Teil 11

In Abschn. 11.2 haben wir den Begriff des euklidischen Vek-
torraumes kennengelernt, also einen Vektorraum zusammen mit
dem Skalarprodukt auf diesem Vektorraum betrachtet. Dieses
Konzept steht in engem Zusammenhang mit einer speziellen Art
von Matrizen.

Definition

Eine n x n-Matrix A heifit orthogonal, wenn die Spalten
von A eine Orthonormalbasis von R” bilden.

Beispiel
Die Matrix
2 2
_ 2 2
2 2
ist orthogonal. <

Bezeichnen wir mit u,, ..., u, die Spaltenvektoren einer ortho-
gonalen Matrix A, so gilt nach Definition der Matrizenmultipli-
kation

(wiui)  (uz,uy) (un,uy)

T (ulvuz) <u27u2) ce (unvul)
A A = . . . = Env

(wi,u,)  (uz,uy,) (un, uy)
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13.2 Mathematischer Hintergrund: Invertierbare Matrizen und Koordinatentransformationen

Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn sie
den Rang n hat, wenn also die Spalten v, ..., v, der Matrix
A linear unabhingig (und damit schon eine Basis von R")
sind. Ist umgekehrt vy, ..., v, eine Basis von R” und ist A
die Matrix mit v; . .., v, als Spalten, so hat diese Matrix den
Rang n, ist also invertierbar. Dadurch ergibt sich ein enger
Zusammenhang zwischen invertierbaren Matrizen und Ba-
sen. Diese Beziehung ermoglicht es auch, von einer Basis zu
einer anderen zu wechseln.

Wir betrachten eine Basis vy, ..., v, von R” und die Matrix
V mit vy,...,v, als Spalten. Ein x € R” hat die Koor-
dinatendarstellung x = r; - e, + --- 4+ r, - e,. Genauso
konnen wir aber x auch bzgl. der Basis vy, ..., v, beschrei-
ben,x = s;-v; + -+ + s, - v,. Die Verbindung zwischen
den ry,...,r,und den sy, ...,s, wird nun durch die Matrix
V hergestellt. Es gilt

r S1 S1 r
=V. . N
I'n Sn Sn 'n

Betrachten wir etwa in R? die Basis v; = G) vy, = (;)

soistV = , und fiir einen beliebigen Vektor x € R?

1 2

mit der Darstellung x = s; - v + 55 - v, gilt dann in der Tat
in den iiblichen Koordinaten

1 1 s1 + 82 S
= . . = = V . .

Die Matrix V beschreibt also den Basiswechsel von

vy,...,v, zur Standardbasis. Ist w;,..., w, eine weitere
Basis von R” und W die Matrix fiir den Basiswechsel von
wy,...,w, zur Standardbasis, so ist W~ -V die Transforma-

tionsmatrix von der Basis vy, ..., v, zur Basis wy, ..., w,.

Wir wollen das auf lineare Abbildungen f : R" — R”
anwenden. Eine solche lineare Abbildung wird (bzgl. der
Standardkoordinaten) durch eine mxn-Matrix A beschrieben.
Wir haben aber bereits gesehen, dass es auch bzgl. beliebiger
Basen B = {uy,...,u,} von R" und A = {vy,...,v,} von
R™ eine m x n-Matrix B gibt, die die lineare Abbildung bzgl.
dieser Basen beschreibt, so dass also fiir

x=ruy+--+r,u, fE)=s-vi+-+Sy Uy

s r
gil | : | =B-
Sm I'n

Der Zusammenhang zwischen A und B wird durch die
Transformationsmatrizen hergestellt: Beschreibt V den Ba-
siswechsel von der Basis B zur Standardbasis des R” und
U den Basiswechsel von der Basis A zur Standardbasis des
R™ sogitB=U"'-A-VundA=U-B-V~'.

Betrachten wir die lineare Abbildung

X1
+x2 + X3
'R’ — R, ="
f — f 2 (3)61 + 2)62 + x3

X3

und die beiden Basen A = {u;,u,} von R? und B =
{v1,v2,v3} von R3, wobei

2 -1 1
v = 11, vy = 2 s V3 = -1 s
1 -1 1

() )

Bzgl. der Standardbasis wird f beschrieben durch

A:111
3 2 1

und die Matrix

B=U"'"A-V= -1.00
5 0 1

beschreibt tatsdchlich die lineare Abbildung f bzgl.dieser
beiden Basen, wie wir in Abschn. 12.3 explizit nachgerech-
net haben.

Firn = mund A = B, erhalten wir B = V! - A -V und
nennen in diesem Fall B die darstellende Matrix von f bzgl.
der Basis B.

Ist etwa f : R? —> R? die lineare Abbildung, die durch die
Matrix

= 2)

(bzgl. der Standardbasis) beschrieben ist, so wird f bzgl. der

1 1
Basis v = (1>, vy = (2> dargestellt durch die Matrix
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-
13.3 Mathematischer Hintergrund: Determinanten linearer Abbildungen

Quadratische n x n-Matrizen entsprechen linearen Abbildun-
gen f : R"” — R”, und umgekehrt definiert jede lineare
Abbildung f : R” — R” eine quadratische n x n-Matrix.
Daher ist es naheliegend zu versuchen, den Determinanten-
begriff auf lineare Abbildungen auszudehnen.

Eine lineare Abbildung f : R” — R” wird in den Stan-
dardkoordinaten beschrieben durch eine n x n-Matrix. Fiir
die Abbildung

fiR?— R’ mitf ((’“)) = (x‘ _x2>
X X1+ X2

etwa ist das die Matrix

A:(i ‘11).

Wihlen wir nun eine andere Basis B von R”, so kann f auch
bzgl. B durch eine Matrix beschrieben werden, wie wir be-
reits in Abschn. 12.3 festgestellt haben. Ist V die Matrix, die
den Basiswechsel von B zur Standardbasis des R” (im Sinne
von Mathematischer Hintergrund 13.2) beschreibt, und ist B
die darstellende Matrix von f bzgl. der Basis B, so gilt

B=V'.A.V

Betrachten wir im Beispiel etwa die Basis

() -l

so gilt

und damit

B=viav=[? ).
2 4

Das ist auch tatsidchlich die Matrix, die f bzgl. der Basis vy,
v, beschreibt, d. h.

fls1-v 4+ 52-v2) = (=251 —552) - vy + (251 4+ 452) - 02,

wie leicht nachgerechnet werden kann. In jedem Fall erhalten
wir

detB =det (V' -A-V)
=detV ' .detA-detV

1
= —— .detA-detV
detV

= detA.

Daher setzen wir
detf = detA,

wobei A die darstellende Matrix von f bzgl. einer (beliebi-
gen, aber fest gewihlten) Basis des R” ist.

s (:

Mithilfe der Determinante kénnen wir nun lineare Abbil-
dungen studieren. Eine Abbildung ¢ : M — N heil3it
umkehrbar, wenn es eine Abbildung g=! : N —> M gibt
mit

Im Beispiel gilt

-1
1 1

-2 =5

detf =
etf 2 4

gog '=1idy, glog=idy.

Aquivalent dazu ist, dass g injektiv und surjektiv ist.

Wir behaupten, dass eine lineare Abbildung f : R” — R”
genau dann umkehrbar ist, wenn detf # 0. Ist in diesem
Fall A die Matrix von f bzgl. der Standardbasis des R”", so
ist ja detA = detf # 0. Daher ist die Matrix A invertierbar,
und f~! : R* — R” ist die lineare Abbildung, die durch
die Matrix A~" (bzgl. der Standardbasis) gegeben ist. Es gilt
dann nédmlich

) =Ax)=a"Ax=x
und entsprechend
[y =fAa"x)=4-4""-x=x.

Also ist f umkehrbar, wenn A invertierbar ist, d.h. wenn
detf # 0. Ist dagegen detf = 0, so ist auch detA = 0 (wo-
bei wieder A die Matrix von f bzgl. der Standardbasis des R”
ist), und daher gibt es einx € R" \ {0} mit A -x = 0. Damit
gilt in diesem Fall

fx)=A-x=0=f(0).

Folglich gibt es zwei Vektoren, die unter f auf denselben
Punkt abgebildet werden, und damit kann die Abbildung f
nicht mehr umkehrbar sein.

Im Beispiel ist detf = 2, also ist f umkehrbar, und die Um-
kehrabbildung ist gegeben durch

1
R R mit () )= (TR,
X2 2 —Xx1 +xo

denn
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Anwendung: Bestimmung der Determinante, der inversen Matrix und cramersche Regel in MAT-
LAB

In MATLAB kann die Determinante einer Matrix mit dem hat also die eindeutige Losung x; = 5, x, = —6 und x3 = 3.
Befehl det wie folgt ermittelt werden:

A=1[1,1,1,1;1,2,3,4;1,3,5,8;2,-1,5,7];

d det (A)
d

Allerdings ist diese Methode fiir grole n aus Performance-
griinden nicht zu empfehlen.

Die Inverse einer Matrix wird in MATLAB mit dem Befehl

-9.0000 . .
inv bestimmt:

Die Matrix

A=1[(1,1,0,1;0,1,1,0;0,1,0,1;1,0,1,07];
B inv (A)

B =

—_
W

whn L W =

~N o0 K~ =

hat also die Determinante d = —9.

Die cramersche Regel ist nicht unmittelbar in MATLAB
umgesetzt, ldsst sich allerdings sehr einfach durch einen

Funktionsbaustein realisieren Die Matrix

function [ x ] = cramer( A,b )
function module to calculate solutions
of linear equations via Cramer's rule
input: invertible matrix A, vector b
output: vector x of solutions of Axx=b
n,m] = size(dA); 1 = size(b);
5 check whether Cramer's rule may be
applied
if (n~=m) | (n~=1)
error ('Fehlerhafte Eingabe.'); 1 0o -1 0
end _ _
if det(a) == =] b
error ('Determinante verschwindet!') ;
end

% initialize and determine det (A) . . .
x=zeros([1,n]): d = det (A); Die Koeffizienten des Interpolationspolynoms vom Grad

hochstens n durch n + 1 Messpunkte ¢ mit n 4+ 1 Messwerten
s werden in MATLAB mit dem Befehl polyfit(t, s, n)

o° o°

o°

|
—_ 0 O ==
S = = =
- o — o
S - O -

— o°

0

hat also die Inverse

[

% calculate components of solution
for i=1:n

B = A bestimmt:

B(:,1)=b; % replace column i by b .

x (i) =det (B) /det (A) ; a=polyfit([1,2,3,4]1,[2.6,4.6,5.1,2.6]1,3)
end a =
end -0.2500 0.7500 1.5000 0.6000

Dieser Baustein kann wie folgt eingesetzt werden: Der erste Zahlenwert ist dabei der Koeffizient von x", der

x=cramer ([1,2,3:;2,3,4:;3,5,61,[2;4;31) zweite der von ¥~ ! usw.
x =
5.0000 -6.0000 3.0000 Das Polynom vom Grad 3 mit P(1) = 2.6, P(2) = 4.6,
P(3) = 5.1 und P(4) = 2.6 ist also
Das Gleichungssystem

X1+ 2x 4+ 3x3=2 P(x):—l-x3+§-x2+§-x+§.
2x1 4+ 3x, + 4x3 =4 4 4 2 5
3x1 + 5xp + 6x3 =3




wobei wir auch noch die Definition von Orthonormalbasen aus-
genutzt haben. Umgekehrt folgt aber aus dieser Uberlegung
genauso, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis von R”
bilden, wenn AT - A = E,,, und daher besitzen orthogonale Ma-
trizen folgende interessante Eigenschaft:

Inverse einer orthogonalen Matrix

Ist A eine orthogonale Matrix, so ist A invertierbar, und
Al =AT

ist die Transponierte von A. Ist umgekehrt AT die inverse
Matrix von A, so ist A orthogonal.

Beispiel

Die Matrix

Aus der Wilzformel (12.16) in Abschn. 12.2 erhalten wir

Av,Aw)=(v,AT-A-w)
=@ A" A w)

= (v, w).

Orthogonale Matrizen und Skalarprodukt

Ist A eine orthogonale n x n-Matrix, so gilt
(A-v,A-w) = (v, w) fiir alle v, w € R".
Ist umgekehrt A eine n x n-Matrix, fiir die
(A-v, A-w) = (v, w) fiir alle v, w € R”

gilt, so ist A orthogonal.

Orthogonale Matrizen sind im folgenden Sinne vertridglich mit
dem Betrag auf R": Ist A eine orthogonale Matrix und v ein
beliebiger Vektor, so gilt

[A-v] = v].
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Das folgt sofort aus obiger Aussage, denn damit gilt

A-v>=(A-v,A-v)
= AT-A-v)
= (v. v)
= of*.
Durch Wurzelziehen erhalten wir die Behauptung.

Eine Matrix mit |A-v| = |v| fiir jeden Vektor v nennen wir auch
lineare Isometrie. Hierfiir gilt dann auch

A-v—A-w=A-(v—w)|=|v—w]|.

Isometrien erhalten neben Normen also auch Abstéinde. Jede or-
thogonale Matrix ist eine Isometrie.

Drehungen und Spiegelungen in der Ebene
sind orthogonal

Wir wollen uns nun speziell mit dem Fall n = 2 beschiftigen:

Teil 11

Ist A eine orthogonale 2 x 2-Matrix, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes o € [0, 277) mit

_ [cos(e) —sin(a)
~ \sin(@)  cos(@)

oder mit
sin(a)

A= cos(a)
~ \sin(@)  —cos(a) )
Dazu schreiben wir zunichst ganz allgemein
a (@ ©
b d

mit reellen Zahlen a, b, c und d. Da A eine orthogonale Matrix
ist, muss AT - A = E, gelten, also

R T

Multiplizieren wir das aus, so ergeben sich die drei Beziehungen

a+b =1
ac+bd =0
A +d=1.
Die erste Beziehung besagt, dass v = Z ein Vektor der Linge

1 ist. Schreiben wir also v in Polarkoordinaten, so bedeutet das,
dass es genau ein « € [0, 277) gibt mit

» = cos(a)
~ \sin(w)
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also a = cos(a) und b = sin(). Genauso finden wir aus der yA
dritten Beziehung ein § mit ¢ = sin(f) und d = cos(f).
Setzen wir diese Resultate in die zweite Beziehung ein und nut-
zen auch noch die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus Aoy
aus, so erhalten wir
12
0 = cos(a) - sin(B) + sin(x) - cos(B) 60°
= sin(a + B).
Dac«, 8 € [0,27), kann das nur dann der Fall sein, wenn ;
o+ B €{0, 7,2, 37}, Abb. 13.10 Drehung um 60°
Falls nuno + f = 0 oder o + 8 = 2, so gilt Die orthogonale Matrix
sin(f) = —sin(x), cos(B) = cos(x), A= C?S(a) sin(@)
sin(@) —cos(a)
und wir erhalten dagegen beschreibt eine Spiegelung an der Geraden mit Winkel
5 zur x-Achse, und wir schreiben hierfiir S g Ist wiedera = %
] (also @ = 60° im Winkelmal), so ist
A= Cf)S(Ol) —sin(a) ‘ 1 7
sin()  cos(w) o2 7
T\ )
2 2

Ist dagegen @ + B = 7 oder @ + B = 37, so gilt

Das ergibt die Darstellung in Abb. 13.11 (mit Spiegelungsachse
S), wobei 8 der Winkel von v mit der Spiegelachse ist.

sin(f) = sin(«), cos(f) = —cos(x),

Determinanten von Drehungen und Spiegelungen

und wir erhalten in diesem Fall Fiir jeden Winkel o gilt

A (cos(a) sin(a) ) det(Dg) =1, det(Sy) =—1.

sin() —cos(x)

Die Multiplikation komplexer Zahlen kann sehr gut mit Dre-
hungen und Streckungen beschrieben werden. Ist eine komplexe

Die orthogonale Matrix

A
A= cos(a) —sin(a)
~ \sin(w)  cos(x)
Y S
beschreibt eine Drehung um den Winkel «, und wir schreiben
hierfiir auch D, Istetwa o = % (also o = 60° im Winkelma8),
S0 ist
B
D NVE]
A= Dy = ( 3 5 ) B Ay
VAR U
2 2 >
x

wie in Abb. 13.10 dargestellt. Abb. 13.11 Spiegelung an einer Achse



Zahl z in Polarkoordinatendarstellung durch die Linge r und den
Winkel « gegeben, so ist die Multiplikation mit z eine Drehstre-
ckung mit Winkel « und Streckfaktor r, schreibt sich also in
Matrizenschreibweise als Multiplikation mit der Matrix

he=r Dy =r- 095(01) —sin(x) .
sin()  cos()

Sehr viel schwieriger zu verstehen als der Fall n = 2 ist der Fall

n = 3. Einige orthogonale Matrizen konnen wir aber auch in

diesem Fall angeben:

Wir betrachten eine Ebene £ C R3 durch den Koordinatenur-
sprung (also einen zweidimensionalen Untervektorraum von
R?) und seinen Normalenvektor ng. Der Untervektorraum V =
R - ng ist dann das orthogonale Komplement von E. Wir be-
trachten nun eine lineare Abbildung f : R? — R3 mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Esistf(E) C E, und die Einschrinkung f|g von f auf E ist
eine Drehung von E um den Winkel « (fiir ein & € [0, 27) ).

Eine solche lineare Abbildung existiert und ist durch diese Ei-
genschaften bereits eindeutig beschrieben. Sie hilt die durch ng
definierte Drehachse D fest und dreht die Ebene E um diese
Drehachse um den Winkel « (Abb. 13.12).

Die Matrix A, die diese Abbildung f beschreibt, ist eine ortho-
gonale Matrix.

Die Matrix der linearen Abbildung, die die x-y-Ebene um 45°
dreht und die z-Achse nicht verdndert, ist also orthogonal. Es
handelt sich dabei um die Matrix

V2

N
2 -7 0

— |2 2
A=l¥ ¥ 0
0 0 1

Anstelle einer Drehung von E konnten wir fiir f|g auch ei-
ne Spiegelung an einer Achse wihlen, und wir hitten auch
f(ng) = —ng fordern kdnnen und ebenfalls eine orthogonale
Matrix erhalten.

Abb. 13.12 Drehung im Raum um ein Drehachse
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Wir werden in Abschn. 14.2 noch sehen, dass jede orthogonale
3 x 3-Matrix von einer dieser linearen Abbildungen herkommt.

Etwas anders ist die Situation in komplexen Vektorrdumen. Auf
dem komplexen Vektorraum C” haben wir das Skalarprodukt
definiert durch

n
(v w) =) Wy
k=1

und damit auch Orthonormalbasen des C" erklirt.

Definition

Eine komplexe n x n-Matrix U heif3t unitir, wenn ihre
Spalten eine Orthonormalbasis von C” bilden.

Beispiel
Die Matrix —
L v —
4 2 v
_|v2 2
U= V2 i =
> X
ist unitér. <

Inverse einer unitaren Matrix
Ist U unitir, so ist U invertierbar mit

Ut =T".
wobei U die zu U komplex konjugierte Matrix bezeich-

=T .. . . .
net. Ist umgekehrt U die inverse Matrix von U, so ist U
unitir.

Beispiel
Die Matrix
/)
_|v2 2
U= V2 i
2 V2
hat die inverse Matrix
_i A2
-1 _ V2 2
U = N <
2 V2
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Technische und industrielle Anwendungen werden sehr oft
durch lineare Abbildungen, speziell durch Drehbewegungen,
beschrieben (etwa die Bewegung eines Kranarmes oder eines
Robotergelenks), also durch eine orthogonale Matrix, wenn
das Drehgelenk im Koordinatenursprung zu liegen kommt.
Dann tritt jedoch das Problem auf, dass ein technisches Ge-
rit tiblicherweise aus mehreren drehenden Teilen besteht,
die Drehgelenke an unterschiedlichen Stellen haben (kine-
matische Ketten). Eine Baggerschaufel etwa wird tiber drei
Drehgelenke gesteuert, die durch Werkstiicke miteinander
verbunden sind. Dadurch werden also unterschiedliche (lo-
kale) Koordinatensysteme bestimmt (Abb. 13.13).

Iz

/

Abb. 13.13 Lokale Koordinatensysteme

Wihrend diese lokalen Koordinaten optimal fiir die Fiih-
rung einer einzelnen Drehbewegung sind, ist es natiirlich
essenziell, den Bewegungsablauf des Gerits auch global
beschreiben zu konnen und speziell die Position und die
Ausrichtung des eingesetzten Werkzeugs nicht nur bzgl. des
letzten Gelenks und des letzten Koordinatensystems, son-
dern auch in globalen Grofen zu kennen. Wir wollen hier
das Drehgelenk P mit Koordinaten x, y, z und das Nachfol-
gegelenk P’ mit Koordinaten x’, ¥y, 7/ betrachten, wobei wir
annehmen, dass beide Koordinatensysteme durch eine Or-
thonormalbasis 01, 0,, 03, bzw. 0/, 0}, 0% bestimmt werden.
Daher gibt es eine orthogonale 3 x 3-Basiswechselmatrix
A = (a;j), sodass ein Vektor v’ bzgl. der Basis 0/, 0}, 0}
durch A-v' bzgl. 0y, 0, 03 dargestellt wird. Diese Darstellung
funktioniert aber nicht fiir Punkte, da die beiden Koordi-
natensysteme nicht denselben Koordinatenursprung haben.
Ist P” = (p},p5,p4) ein Punkt, dargestellt mit (x',y’,z/)-
Koordinaten, und schreibt sich der Koordinatenursprung P’
des zweiten Koordinatensystems als P’ = (p),p5,p53) in
(x, v, z)-Koordinaten, so ist der Ortsvektor r(P”) von P” in
(x,y, z)-Koordinaten gegeben durch

P Py
r(P)=|py| +A-|p;
P 24

-
13.4 Mathematischer Hintergrund: Lokale Koordinatensysteme und homogene Koordinaten

Die unterschiedliche Behandlung von Punkten und Vektoren
macht die Behandlung kinematischer Ketten zunéchst sehr
schwierig. Um dieses Problem zu beheben, gehen wir iiber
zu sog. homogenen Koordinaten, d. h., wir fithren eine vier-
te Koordinate ein (oder genauer gesagt eine nullte, denn sie
wird vor den anderen stehen), die wir einheitlich bei Punkten
auf 1 und bei Vektoren auf 0 setzen, also

0 1
, v} , 9
V=[], r@)=1"
v, 9
U3 a3

Mit der Umrechnungsmatrix

1 0 0 0

/
T = Py a4 a2 a3
- ’
Py, a1 arp 43
/
3 a3l dzp 433

erfolgt nun die Koordinatentransformation von (x',y,7)
mit Koordinatenursprung P’ auf (x, y, z) mit Koordinatenur-
sprung P einheitlich durch 7 - w’, egal, ob w’ ein Vektor ist
oder von einem Punkt kommt.

Die Umrechnung von (x, y, z)-Koordinaten (mit Ursprung P)
in (x',y, 7')-Koordinaten (mit Ursprung P’) erfolgt nach dem
gleichen Grundprinzip. Da wir mit Orthonormalbasen arbei-
ten, lasst sich die Umrechnungsmatrix in diesem Fall jedoch
sofort angeben. Sie ist gegeben durch

1 0 0 0

T = _al.lp/1 - az,lplg - as,ll’g a,;  ay  as)
—al.zpll - az,zplg - 43,217/3 ayp dayp dasp
—01.317/1 - az,3P/2 - 43,317/3 a3 daxsz dss

da die Riickrechnung der Vektorkoordinaten aufgrund der
Orthogonalitit von A durch AT realisiert wird und da der
Punkt P aus Sicht von P’ durch das Negative des Ortsvektors
r(P) (umgerechnet in (x', y’, 7’)-Koordinaten) gegeben ist.

Mithilfe homogener Koordinaten konnen also lokale Ko-
ordinatensysteme einfach ineinander umgerechnet werden.
Durch Auszeichnung eines lokalen Koordinatensystems als
Bezugssystem ist es daher moglich, alle Groen auch global
anzugeben.
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13.5 Mathematischer Hintergrund: Programmierung von Industrierobotern

Industrieroboter bestehen aus einer Anzahl von Drehgelen-
ken, iiber die der Endeffektor, also das durch den Roboter
gefiihrte Werkzeug, gesteuert wird. Da fiir die Funktionsf-
higkeit des Endeffektors dessen Position (mit drei Positions-
koordinaten) und Ausrichtung (mit drei Richtungswinkeln),
also ingesamt sechs Koordinaten, eingestellt werden miissen,
hat sich die Anzahl von sechs Drehgelenken als zweckmiBig
erwiesen (Abb. 13.14).

Abb. 13.14 Ein Roboterarm (©Patrick P. Palej/Fotolia)

Die Drehbewegung in einem einzelnen Gelenk wird am
besten dadurch beschrieben, dass wir ein lokales Koordi-
natensystem in das Drehgelenk legen und die definierende
Orthonormalbasis so bestimmen, dass die z-Achse mit der
Drehachse iibereinstimmt, um die der Dreharm (den wir uns
als Vektor u vorstellen konnen) gedreht wird. Dadurch erhal-
ten wir jetzt pro Drehgelenk ein lokales Koordinatensystem
(insgesamt also sechs bei gingigen Industrierobotern), die
aber alle miteinander verbunden sind, da das Ende des
Dreharmes # mit dem Drehgelenk P’ des nachfolgenden
Dreharmes durch ein Werksteil verbunden ist. Auch hier
ist es natiirlich notwendig, die Position und Ausrichtung
des Endeffektors in globalen Koordinaten zu beschreiben.
Dazu nutzen wir die Erkenntnisse in Mathematischer Hin-
tergrund 13.4 und betrachten zunéchst zwei Drehgelenke,
beschrieben durch lokale Koordinaten (x, y, z) mit Ursprung
Pund (¥, 7') mit Urspung P’.

Wird nun der Dreharm ' (im Koordinatensystem x’,y’,7)
um den Winkel o, gedreht, so schreibt sich diese Drehung in
homogenen Koordinaten durch

1 0 0 0
Dy(ary) = 0 cos(ap) —sin(ap) O
0 sin(ap) cos(ay) O
0 0 0 1

(Beachten Sie dabei, dass wir die Koordinatenachsen so
gewihlt haben, dass die z/-Achse die Drehachse ist.) Ein

beliebiger Vektor v’ und ein beliebiger Punkt Q' mit Orts-
vektor r(Q') (immer noch bzgl. der (x',y’, z')-Koordinaten
mit P’ als Koordinatenursprung) gehen also nach dieser Dre-
hung iiber in D, - v' bzw. D; - r(Q’'), und die Umrechung
in die (x, y, 7)-Koordinaten erfolgt durch 7 - D () - v’ bzw.
T1-Dy(an)-r(Q'), wobei T} die Umrechnungsmatrix aus Ma-
thematischer Hintergrund 13.4 ist.

Wird dagegen der Dreharm u (im Koordinatensystem x, y, z)
um den Winkel «; gedreht, so schreibt sich diese Drehung in
homogenen Koordinaten durch

1 0 0 0
Dy(ey) = 0 cos(ay) —sin(e;) O
0 sin(e;) cos(a;) O
0 0 0 1

Vektoren v’ und Punkte Q' mit Ortsvektor r(Q') bzgl. der
(¥, ¥, 7)-Koordinaten mit P’ als Koordinatenursprung gehen
also nach dieser Drehung und Umrechung in die (x,y, z)-
Koordinaten iiber in Dy (a1) - Ty - v’ bzw. in Dy (ty) - Ty -r(Q').
Setzen wir Ty («1) = D;(o;) - Ty, so wird die Transformation
von (x',y, 7')-Koordinaten bzgl. P’ nach Drehung des Dreh-
armes u um «; in die (x,y, z)-Koordinaten bzgl. P gegeben
durch T)(o;), und eine Vektor v in (¥, z')-Koordinaten
wird nach Drehung des zweiten Dreharmes um o, und des
ersten Dreharmes um «; in den Koordinaten des ersten Sys-
tems beschrieben durch

w = Ti(a1)-Dr() - v.

Die Kombination der Drehungen der sechs Dreharme ist
dann (in globalen Koordinaten) bestimmt durch eine Trans-
formationsmatrix

Ti(ay) - Taaa) - T3(a3) - Ta(aa) - Ta(as) - Te(ae) -

Die Darstellung der Transformation kann durch ei-
ne geschickte Wahl der Koordinaten (und einen weite-
ren Zwischenschritt) noch vereinfacht werden (Denavit-
Hartenberg-Konvention). Fiir die Vorwirtsrechnung, also
die Bestimmung der Positions- und Richtungskoordinaten
des Endeffektors aus den Drehwinkeln oy, ..., o, ist das
weniger relevant; wichtig bei der Programmierung von In-
dustrierobotern ist jedoch die Riickwértsrechnung, also die
Bestimmung der Winkel «y,...,o¢ aus den gewiinschten
Koordinaten des Endeffektors. Das erfolgt meist numerisch
und erfordert groftmogliche Vereinfachung (Siegert und Bo-
cionek, 1996).

Literatur

H.-J. Siegert, S. Bocionek: Robotik, Programmierung intelli-
genter Roboter. Springer, Heidelberg, 1996.

353

Teil 11




354

13 Determinanten und invertierbare Matrizen

Aufgaben

13.1  Berechnen Sie det (A)) fiir

A = 2 2 L A= 2 2 ’
-2 2 3 3
I 5 0 3

A = A = .
’ (_3 _2> , ) (2 0)

13.2 Rechnen Sie nach, dass fiir zwei 2 x 2-Matrizen A und B
gilt:
det(A - B) = detA - detB.

13.3 Berechnen Sie detA fiir A = ; ;) Benutzen Sie die

cramersche Regel, um die Losung von

A-x = (4)
6
. . 2
13.4 Berechnen Sie detA fiir A = (1

A.x:(g)

13.5 Berechnen Sie detA fir A =

zu bestimmen.

31). Hat das Glei-

chungssystem

eine eindeutige Losung?

fiir jedes a € R

und bestimmen Sie alle a, fiir die das Gleichungssystem
A-x=b

eine eindeutige Losung fiir jeden Vektor b € R? hat.

. . a a . .
13.6 Zeigen Sie: IstA = . 12) eine 2 x 2-Matrix, so
a1 axp
gilt genau dann a; ; = 0 oder az» = 0, wenn
detA = —daipax| .

13.7 Zeigen Sie: Genau dann sind die beiden Zeilen einer 2 x
2-Matrix A kollinear, wenn detA = 0.

13.8 Berechnen Sie die Determinante der Matrizen

1 25 0 0 5 6 1 3
A=|3 1 4],B=1]2 3 1|,C=|3 0 1
1 4 1 4 0 2 2 3 -1

13.9 Bestimmen Sie die Streichungsmatrizen A; 1,A;2,413,
A2,1 . A2.2 und A2.3 von

30 1
A=1|1 1 1
2 -1 1

Berechnen Sie die Determinanten dieser Streichungsmatrizen
und die Determinante von A.

13.10 Betrachten Sie die Matrix

=

I
N O
W = =
— N W

Entscheiden Sie, ob das Gleichungssystem
A-x=b
fiir jede Wahl von b eine eindeutige Losung besitzt.
13.11 Betrachten Sie die 3 x 3-Matrix A = (a;;) mit
ajg=ajp=ay; =0.

Zeigen Sie
detA = —a|3-dp-asg.

13.12 Zeigen Sie, dass fiir eine 3 x 3-Matrix genau dann
detA = 0 ist, wenn die Spaltenvektoren von A komplanar sind.

13.13 Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen
1 2 3 5 7 1 5 2
2 _ _
A= 5 7 9 C B= 4 4 2 2 ’
-1 2 -3 4 1 0 -2 5
0o 1 0 2 1 1 2 2
6 -6 0 2 2 2 3 -2
C= 4 1 1 4 D= 1 -3 2 -1
-1 -2 3 4 5 6 -6 5
2 2 1 1 2 3 2

13.14 Berechnen Sie die Determinante der Matrix

2 2 3 1 5
4 -3 6 1 3
A=14 6 3 5 2
1 -1 1 -1 1
2 -3 1 4 2

13.15 Zeigen Sie: Ist A eine n x n-Matrix, die sich in der Form

(e



mit einer n; X n;-Matrix B, einer n; X (n—n;)-Matrix C und einer
(n—ny) x (n—ny)-Matix D (sowie einer (n—n;) X n;-Nullmatrix
0) schreiben lisst, so gilt

detA = detB-detC.

13.16 Berechnen Sie die Komplementirmatrizen zu den Matri-
zen

., B=

eSS
Il
N S
A W
A~ bW
S O NN
S W B~ W
B e N N

1
0
0
0

13.17 Fiir reelle Zahlen ry,...,r, (n > 2) definieren wir die
n x n-Matrix (Vandermonde-Matrix)

1 n rf ... r’l”1
1 n r% ... rg’l
V(ry,....m) = .
1 r, rﬁ r,':_l
Zeigen Sie: det (V(r1,...,ra) = [l —r).
I<i<j<n

13.18 Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

A= (_12 ‘31) .

13.19 Bestimmen Sie die Inverse der Matrix

1
A=1]2
1

W A~ W
W N B

13.20 Uberpriifen Sie, ob die Matrix

2 0 2 0
4= 01 -1 0
00 1 1
1 1 1 1

invertierbar ist und bestimmen Sie ggf. die inverse Matrix.

Aufgaben

13.21 Zeigen Sie, dass eine n x n-Matrix A genau dann inver-
tierbar ist, wenn ihre Spaltenvektoren eine Basis des R” bilden.

13.22 Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal?

1 2
5 w0
A=|L -1 L
| V3 Vo V2 |
1 1 1
IV N/ SN
2 -1 =2
B= ! 2 2 1
=3 ,
1 -2 2
3 2 )
Via V13
c=|2 - L
R Vi35
L 0 —2
V14 NG
13.23 Wir betrachten die Ebene (durch den Koordinatenur-
3
sprung), die erzeugt wird von den beiden Vektoren v = | 2
1
1
und w = | 2 |. Bestimmen Sie die orthogonale Matrix, die zu
3

der linearen Abbildung f : R — R gehort, die die Elemente
von E nicht verdndert (also £ um 0° dreht) und die den Norma-
lenvektor ng von E auf —ng abbildet.
13.24 Zeigen Sie: Ist A eine orthogonale Matrix, so gilt

detA = +1.

13.25 Zeigen Sie, dass das Produkt von zwei orthogonalen Ma-
trizen wieder orthogonal ist.

13.26 Zeigen Sie: Ist U eine unitire Matrix, so gilt
|detU] =1.

Geben Sie ein Beispiel einer unitdren Matrix U an, bei der weder
detU = 1 nochdetU = —1 gilt.
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